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Uvod

Osnovna tema ovog rada je proucavanje pojma kompaktnosti.
Kompaktnost je topolosko svojstvo koje omogucava mnoge konstrukcije u
matematic¢koj analizi 1 u drugim oblastima matematike. Na primer Cesto se
koristi ¢injenica da je neprekidna realna funkcija ograniena i uniformno
neprekidna nad kompaktnim skupom, kao 1 da na kompaktnom skupu
dostize minimum 1 maksimum.

U radu smo se najpre podsetili osnovnih topoloskih pojmova. Radi
jednostavnosti, pojam kompaktnosti smo najpre proucili na primeru realne
prave. Zatim smo naveli definiciju kompaktnih topoloSkih prostora 1
skupova, kao 1 svojstva preslikavanja kompaktnih skupova.



1. TOPOLOSKI PROSTOR

Posmatrajmo realnu pravu kao topoloski prostor. Najvazniji topoloski
pojam je pojam okoline. Pored tog pojma naveS¢emo jo§ neke poznate
pojmove potrebne za dalji rad.

Definicija 1.1 Okolina tacke xy € R je svaki podskup skupa R koji sadrzi
otvoren interval (xg — €, xy + ) za neko € > 0.

Definicija 1.2 Skup A € R je otvoren ako je okolina svake svoje tacke ili
ako je prazan. Skup B € R je zatvoren ako je skup A = R\ B otvoren.

Definicija 1.3

a)

b)

c)

d)

Tacka a € R je unutrasnja tacka skupa A C R ako je A okolina
tatke a. Skup unutrasnjih tacaka skupa A naziva se unutrasnjost
skupa A i oznaCava se sa A°.

Tacka a € R je adherentna tacka skupa A C R ako u svakoj okolini
tacke a postoji bar jedna tacka iz A. Skup adherentnih tacaka skupa A
naziva se adherencija ili zatvaranje skupa A i oznacavamo sa A.
Tacka a € R je tacka nagomilavanja skupa A C R ako u svakoj
okolini tacke a postoji bar jedna tacka b € R,b # a. Skup tacaka
nagomilavanja skupa A oznaCava se sa A'.

Tacka a € R je izolovana tacka skupa A C R ako postoji bar jedna
okolina tacke a koja osim tacke a ne sadrzi ni jednu drugu tacku
skupa A.

Tacka a € R je rubna tacka skupa A ako u svakoj okolini tacke
postoji bar jedna tacka iz A i bar jedna tacka iz komplementa skupa
A. Skup rubnih tacaka naziva se rub.

Definicija 1.4 Skup A je svuda gust u skupu B, ako je bilo koja tacka
iz B adherentna tacka od A, to jest ako je B C A.

Na osnovu navedenih definicija mogu se dokazati sledea svojstva

skupa realnih brojeva kao topoloskog prostora.



1) Neka je tacka a tacka nagomilavanja skupa A C R. Tada u svakoj
okolini tacke a postoji beskona¢no mnogo elemenata skupa A.

2) Svaka tacka nagomilavanja skupa A C R je i adherentna tacka skupa
A C R. Obrnuto ne mora da vazi.

3) Za svake dve tacke r € R,y € R,z # y postoje disjunktne okoline
tacaka r 1 y.

4) Skup A C R je zatvoren ako i samo ako sadrzi sve svoje tacke
nagomilavanja.

Neka je O kolekcija otvorenih skupova u R. Tada je (R, O) topoloski
prostor u smislu sledece definicije.

Definicija 1.5 Neka je X neprazan skup. Kolekcija O podskupova skupa
X je kolekcija otvorenih skupova ako i samo ako vaZze sledeca tri uslova:
1) Prazan skup i skup X su otvoreni, to jest },X € O;
2) Presek svaka dva otvorena skupa je otvoren skup, to jest za svako
01,05, € Ovazi O1 N Oy € O,
3) Unija proizvoljno mnogo otvorenih skupova je otvoren skup, to jest
za svaku kolekciju {O; : i € I} C O vazi U;c;0; € O.

Za kolekciju O kazemo da je topologija na skupu X, a za uredeni par
(X, O) kazemo da je topoloski prostor.

Ovako uvedena topologija u R zove se uobicajena topologija na R 1
oznacdava se sa (R, Q).

Razlikujemo antidiskretnu (najgrublju) 1 diskretnu (najfiniju)
topologiju. Antidiskretna topologija je O = {(), X}, dok je diskretna
topologija O = P(X), gde je P(X) partitivni skup od X, to jest svi otvoreni
podskupovi skupa X su otvoreni skupovi.

Ako je (X,d) metricki prostor u njemu se topologija, kao i svi
pojmovi uvedeni u R, definiSe preko otvorenih lopti.



Definicija 1.6 Metri¢ki prostor je ureden par (X, d), gde je X neprazan
skup,ad: X x X — R je funkcionela za koju vazi:

ld(z,y) > 0,zasve x,y € X,

2. d(z,y) = 0 ako i samo je v = v,

3.d(z,y) =d(y,z),zasve x,y € X,

4.d(x,z) < d(z,y)+d(y,z),zasve x,y,z € X.

Definicija 1.7 Neka je (X, d) metricki prostor. Skup O C X je otvoren
skup ako za svaki element zy € O postoji r > 0 tako da je L,(zy) C O, gde
je L.(xg) ={x € X :d(x,zy) <r}. Zatvoren skup je, po definiciji,
komplement otvorenog skupa.

Komentar:
e Prostor (X, ||.||) je normiran ako preslikavanje ||.||: X — R ispunjava
sledece uslove:
1. [|z|]| > 01||z|| = 0 ako i samo ako je = = 0,
2|z + vyl < |z|| + ||y, za sve x,y € X,

3||laz|| = |a|||x||, za svako o € R i svako z € X.
e U normiranom prostoru (X, ||.||) (otvorena) lopta sa centrom u
o € X, polupre¢nikom r>0 se definiSe sa

L.(zg) ={x € R": ||z — xy|| < r}.

e U definiciji 1.5 dimenzija prostora ne igra nikakvu ulogu, pa je tako 1
R™ topoloski prostor ako se otvoreni skupovi definiSu preko okolina,
pri tome, okolina tacke (vektora) zo = (29, ..., 2%) je svaki skup koji

sadrzi otvorenu loptu L, (z() za neko r > 0.

Bogata struktura metrickog prostora zasnovana je isklju¢ivo na pojmu
rastojanja. Medutim, detaljnija analiza sloZenih metrickih pojmova 1 stavova
koji na njima pocivaju, pokazuje da mnogi od njih ne koriste eksplicitno
rastojanje ve¢ formalno pocivaju na pojmu otvorenog skupa i osobinama
kolekcije otvorenih skupova.

Gotovo svi topoloski prostori koji se prouCavaju u klasi¢noj
matemati¢koj analizi (prostori brojeva, nizova, neprekidnih funkcija i
sli¢no), mogu da se posmatraju kao prostori u kojima je topoloska struktura
odredena nekom metrikom. Iz ovog razloga, u daljem tekstu otvoreni skup
je dat definicijom 1.7.



2. KOMPAKTNOST U SKUPU REALNIH BROJEVA

Pretpostavlja se da je Citalac upoznat sa pojmom realne prave i njenim
osnovnim svojstvima, kao $to je na primer Kantorov princip.

Podsetimo se, niz realnih brojeva je funkcija a: N — R.

Definicija 2.1 Neka je n: N — N strogo rastuci niz prirodnih brojeva, tj.
neka je

N <no < ... <<Np—q1 <np <...
i neka je a:N— R brojni niz. Niz aon: N— R sa c¢lanovima
an k=1,2,.., je podniz niza {a, },en. Oznaava se sa {a,, } i piSe

{a'm_.}fx'EN g {an}neN-

Definicija 2.2 Elemenat a € R je tacka nagomilavanja niza {a, },cn ako
postoji podniz {a,, }ren C {an}nenw koji tezi ka a, tj. takav da je

limy 0 ap, = a.

Teorema 2.1 Elemenat a € R je tacka nagomilavanja niza {a, }.ecn ako i
samo ako u svakoj okolini elementa a ima beskona¢no mnogo ¢lanova niza

{”‘u }HEN'

Dokaz.

(=) Neka je O proizvoljna okolina od a. Posto je a tacka nagomilavanja
niza {a, }.en postoji podniz {a,, }renT{a, }nen, limy o ap, = a, Sto znaci da
postoji ky € N takvo da je za sve k > ko, a,,€ O, a to je beskonacno mnogo
njih.

(<) Sada pretpostavljamo da u svakoj okolini od a ima beskona¢no

mnogo ¢lanova niza {a,, },.en.
Neka a € R. Iz okoline (@ — 1, a + 1) izaberimo proizvoljan ¢lan niza a,,,. U
okolini (a —1/2,a+ 1/2) ima beskonaéno mnogo ¢lanova niza, pa
mozemo izabrati a,, € (a — 1/2,a + 1/2) tako da je ny > n4 i tako dalje, iz
svake okoline (a — 1/k,a+ 1/k),k € N, biramo a,, tako da je nj > nj_;.
Na taj nac¢in dobijamo podniz {a,, }ren{a, }.en koji konvergira ka a, Sto
dokazuje da je a tacka nagomilavanja niza {a, },cn.

Neka ja a jedan og fiktivnih elemenata, recimo +oco. Za svako k € N,
pocevsi od 1 pa redom na dalje, postoji ¢lan niza a,,, a,, > k1 n;, > n._1.
Po konstrukciji ovaj podniz niza {a, }.cn divergira ka +o0, Sto je 1 trebalo
dokazati. H



Teorema 2.2 (Bolcano- VajerStrasova teorema za nizove) Svaki ograni¢en
niz ima bar jednu ta¢ku nagomilavanja u R, to jest svaki ograni¢en niz ima
bar jedan konvergentan podniz.

Radi jednostavnijeg izlaganja navodimo najpre teoremu o karakterizaciji
kompaktnih skupova u R. Pojam pokrivaca i potpokrivaca dat je u sledecoj
glavi (definicija 3.1).

Teorema 2.3 Neka je A C R. Slede¢i iskazi su ekvivalentni:

1. A je zatvoren i ogranien.

2. Svaki beskonacan podskup skupa A ima tacku nagomilavanja i ona
pripada skupu A (Bolcano- VajerStrasova osobina).

3. Svaki otvoren pokriva¢ skupa A sadrzi konacan potpokriva¢ (Hajne-
Borelova osobina).

4. Svaki niz elemenata skupa A sadrzi konvergentan podniz 1 granica
tog podniza je elemenat skupa A.

5. Svaka familija zatvorenih podskupova skupa A koja ima osobinu
konac¢nog preseka (familija skupova ima osobinu konacnog preseka
ako svaka njena kona¢na podfamilija ima neprazan presek) ima
neprazan presek (barem jednu zajednicku tacku).

Skup A koji ima neku od gore navedenih osobina zove se kompaktan skup.

Dokaz teoreme 2.3.
Svojstvo 3. je u stvari definicija kompaktnog skupa u (R, O,.) u
smislu definicije 3.2.

1. 2.

(=) Neka je skup A ograniCen i zatvoren. Ako je skup A konacan,
tada nema §ta da se dokazuje. Ako je skup A beskonacan skup, neka je tada
skup S beskonacan podskup od A. Skup S je ograni¢en, prema Bolcano-
Vajerstrasovoj teoremi skup S ima bar jednu tacku nagomilavanja a. Posto
je S podskup od A, to je o € R tacka nagomilavanja i za skup A, pa prema
stavu 4) (str. 3), a € A, §to je i trebalo dokazati.

(<) Neka svaki beskonadan podskup S skupa A ima tacku
nagomilavanja koja pripada A. Pokaza¢emo prvo da je skup A zatvoren,
Sto je prema 4) (str. 3) ekvivalentno sa iskazom da skup A sadrZi sve svoje
taCke nagomilavanja. Neka je [ jedna tacka nagomilavanja skupa A. To
znali, za proizvoljno ¢; > 0, da u skupu (8 — &1, 8 + 1) N A postoji bar
jedna tacka a3 #p3 1 mneka je dy=|f—a] U skupu
(B —dy/2,8+dy/2) N A postoji tacka as # 3. Nastavljajuéi postupak,
dobijamo beskonadan skup S = {ay, as, ...}, koji je podskup od A. Prema



konstrukciji 3 je tacka nagomilavaja skupa S, pa po pretpostavci pripada
skupu A. Na isti nacin se pokazuje i da sve ostale tacke nagomilavanja
skupa A pripadaju skupu A. Znaci, skup A je zatvoren.

Ostalo je joS da se pokaze da je skup A ograni¢en skup.
Pretpostavimo suprotno, to jest da A nije ograni¢en skup. KonstruisaCemo
beskonacan skup S C A, koji nema tacku nagomilavaja u skupu A. Uzmimo
proizvoljan elemenat a; € A i neka za prirodan broj n; vaZi |a;| < n;. Po$to
A nije ograniCen, postoji a; € A sa osobinom |as| > ny, i neka je n, € N
takav da vazi |as| < no... Na ovaj nadin dobijamo beskonacan skup
prirodnih brojeva {ni,ns,...} i beskonatan skup S elemenata iz A,
S = {ay,as, ...}, tako da vazi

la1| < ny < as| < no < lag| <nz < ...

Skup S ocigledno nema taCaka nagomilavanja u R, §to je u
suprotnosti sa pretpostavkom da svaki beskonacan podskup od A ima tacku
nagomilavaja.

3. 1.

(<) Neka je A ograniCen i zatvoren skup i pretpostavimo da skup A
nema Hajne- Borelovu osobinu, §to znaci da postoji otvoreno pokrivanje
{O; :i € I} iz koga se ne moze izdvojiti kona¢no pokrivanje. Postoji
interval [ay, 0], takav da A C [ay,b;] (zbog ograniCenosti). Podelimo
interval [ay, b;] pomocu njegove sredine na dva jednaka dela i obelezimo sa
[a2, by] onu polovinu intervala [aq, by za koju se ne moze izdvojiti kona¢no
pokrivanje skupa [ai,b;] N A. Nastavljaju¢i postupak, dobijamo niz
intervala [ay, by], [as,bs],... sa osobinom da je svaki slede¢i sadrzan u
prethodnom 1 njihove duZine teZze nuli, tako da, na osnovu Kantorovog
principa, postoji jedan i samo jedan realan broj a koji pripada svim
intervalima. Pokaza¢emo da je « tacka nagomilavanja skupa A, to jest da u
svakoj okolini tacke o postoji beskona¢no mnogo elemata skupa A. Ako je
U(«) proizvoljna okolina tacke «, tada prema definiciji okoline postoji
e > 0 tako da je (o« — e, +¢) C U(«). Sa druge strane, postoji ng € N sa
osobinom [a,,,, b,,] C (o — &, a + £), jer duzine intervala [a,,, b,] teze nuli, a
svaki sadrzi tacku « 1 po konstrukciji beskonacno mnogo elemenata skupa
A. To povlaci da i u okolini U(«) ima beskona¢no mnogo elemenata skupa
A, pa je a tacka nagomilavanja skupa A. Posto je skup A zatvoren, tacka o
mu pripada.

Kako je {O; : i € I} pokrivanje skupa A, to postoji iy € I takvo da
a € 0;, kao i ny da za svako n > n; je [a,,b,] C O;,. Time smo sve
intervale [a,,b,], za n > n; pokrili sa jednim otvorenim skupom familije
{O; :i € I}. Ovo je u kontradikciji sa konstrukcijom intervala [a,,b,],



n € N, koje smo birali tako da skupovi [a,, b,] N A nemaju Hajne- Borelovu
osobinu.

(=) Neka skup A ima Hajne- Borelovu osobinu. Treba da pokazemo
da je skup A zatvoren i ogranic¢en. Pretpostavimo suprotno, to jest da skup
A nije zatvoren i ogranicen. Prema svojstvu 4) (str. 3) to znaci da postoji
beskonadan skup S koji nema tacku nagomilavanja u skpu A.
KonstruisaCemo sada otvoreno pokrivanje za skup A iz koga ne¢e moci da
se izdvoji knaéno pokrivanje. Za tacku x € A\ S postoji otvoreni skup O,
takav da je O, NS = () (takva okolina postoji, jer ni jedna tacka iz A nije
tacka nagomilavanja skupa S). Za y € S postoji otvoren skup O, sa
osobinom da je O, NS = y. O¢igledno je A C (U,c450:) UU,esOy).

Medutim, posSto je skup S DbeskonaCan, iz familije pokrivaca
{Op, 0 € A\ S} U{Oy,y € S} skupa A se ne moze izdvojiti konacno
pokrivanje, Sto je u kontradikciji sa pretpostavkom da skup A ima Hajne-
Borelovu osobinu.

Pokazali smo daje 1. < 2. < 3.

1. < 4.

(=) Neka je {a,} nizu A. Posto je A ogranicen sledi da je i niz {a,}
ograni¢en. Sada dokazujemo da {a, } ima konvergentan podniz.

Ako je skup S = {a, : n € N} konadan, tada postoji elemenat a tog
skupa takav da je a, = a za beskona¢no mnogo vrednosti ny,no, ... iz N.
Tada podniz {a,, }1cn tezi ka a.

Ako je skup S beskonacan, na osnovu 2. ima bar jednu tacku
nagomilavanja u R, recimo a. Niz elemenata ovog skupa koji je podniz niza
{a,} i konvergira ka a mozemo konstruisati kao i u dokazu Teoreme 2.1.
Granica tog podniza je tacka nagomilavanja skupa A, a skup A je zatvoren.
Dalje, znamo da je skup A C R zatvoren ako i samo ako sadrzi sve svoje
taCke nagomilavanja. Sledi da a € A.

(<) Razlikujemo dva slucaja:

1° A je konacan = 1., jer je svaki konacan skup zatvoren i ogranicen.

2° A je beskonadan. Posmatrajmo proizvoljan niz {a,} u A i skup
S={a,:neN}. Ako je S C A beskonatan, onda ima tacku
nagomilavanja koja pripada skupu A, jer je limes podniza tacka
nagomilavanja skupa vrednosti niza, §to je u ovom sluéaju skup S, a to je 2.
Kako smo ve¢ pokazali da iz 2.=1., dobijemo da iz 4. = 1., §to je trebalo
pokazati.



3. & 5.

(=) Neka svaki otvoren pokriva¢ skupa A sadrzi konacan potpokrivac
i neka kolekcija zatvorenih skupova {F;:i € I} ima svojstvo kona¢nog
preseka. Pretpostavimo da je (), ; F; = (). Tada je |J,.; A \ F; = A, pa kako
su skupovi A \ F; otvoreni, postoji kona¢an podskup {71, s, ..., 7} C I daje
A= Uﬁ: | A\ Fjj. Prelaskom na komplement dobijamo ﬂﬁ: L Fij = 0 8to je
nemoguce, jer posmatrana kolekcija ima svojstvo konacnog preseka. Dakle,
vazi (., Fi # 0.

(<) Neka vazi dati uslov i neka je A =|J,.;O;, gde su skupovi
O;,1 € I, otvoreni. Tada je ();.; A\ O; =0, pa kako su skupovi A\ O;
zatvoreni, ova kolekcija nema svojstvo konac¢nog preseka. Zato postoji
konacan skup {iy,is,...,7x} C I, takav da je ﬂj}le A\ O;j =0, to jest

Uj-':l O;; = A. Dakle, {0O;,,0,,,...,0;,} je konac¢an potpokriva¢ pokrivaca
{O,‘ ) S [} [

Kao jednostavnu primenu prethodne teoreme navodimo sledeci
primer.
Primer 2.1 Zatvoreni intervali su kompaktni skupovi u prostoru (R, Q).

Pretpostavimo da interval [a, b], gde je a < b, nije kompaktan skup.
Tada, prema prethodnoj teoremi, postoje otvoreni skupovi O; € O,pp,1 €
da je [a,b] C |J;c; O; 1 takvi da interval [a,b] ne moze da se pokrije sa
kona¢no mnogo ovih skupova. Tada ovo vazi i za bar jedan od intervala
[a,c],[c,b], gde je ¢ = “t sredina duZi [a,b]. Oznagimo ovaj interval sa
[ay,b1], ponovo ga podelimo na pola i po istom kriterijumu odaberimo
interval [as, bo].  Daljim  polovljenjem dobijamo niz intervala

[a1,b1] D [as,b2] D [as,bs]... i pri tom vazi b, —a, = %2 Tada, prema

Kantorovoj teoremi za skupove, postoji broj v € (), cl@n, by Posto je
v € la, b, postoji ip € I da je v € O;. Kako je Oy € O, postoji r > 0 da
je (y —r,v+r) C Oj. Neka je n € N takvo da je b, — a, < r. Tada je
b, <a,+r<~y+r i ap, > b, —1r>7—r, pa je
[an,b,] C (v — 7,y + 1) C O;. Ovo je netaéno zbog nacina izbora intervala
[a,, b,). O



3. KOMPAKTNOST U TOPOLOSKIM
PROSTORIMA

Definicija 3.1 Familija skupova {A; : i € I'} je pokrivac skupa A ako za
svako * € A postoji i € I takvo da x € A;. Ako su pri tome skupovi A;
otvoreni, tada se familija {A; : ¢ € I} naziva otvoreni pokrivac¢ skupa A.
Za podfamiliju koja i sama predstavlja pokriva¢ kazemo da je potpokrivac
datog pokrivaca.

Definicija 3.2 Topoloski prostor (X, O) je kompaktan ako i samo ako
svaki otvoren pokrivac skupa X sadrzi konacan potpokrivac.

Na primer, (R, O,;) nije kompaktan, jer {(—n,n) : n € N} ne sadrzi
konacan potpokrivac.

Za dat topoloski prostor (X, O)i A C X, uredeni par (A, O,), gde je
O 4 kolekcija skupova dobijena presekom otvorenih skupova iz O i skupa A
jeste topoloski prostor, snabdeven topologijom koju u A indukuje topologija
iz X. Kazemo da je (A, O4) topoloski potprostor prostora (X, @). Sada
mozemo definisati kompaktan skup.

Definicija 3.3 Skup A je kompaktan u prostoru (X, ©O) ako i samo ako je
potprostor (A, O 4) kompaktan topoloski prostor.

Zbog vaznosti kompaktnih podskupova topoloskog prostora postavlja
se pitanje njihovog jednostavnijeg opisa, kao Sto je, u slucaju realne prave,
teorema 2.3.

U proizvoljnom topoloskom prostoru (X, ©O) svaki konacan skup je
kompaktan, pa ako sa C(X) ozna¢imo kolekciju svih kompaktnih
podskupova datog prostora, a sa K(X) kolekciju njegovih konaénih

podskupova, onda je
K(X)CC(X)cC P(X).

Definicija 3.4 Za topoloski prostor (X, O) kazemo da je Hausdorfov prostor
ako i1 samo ako za svake dve razlicite tacke x,y € X postoje disjunktni
otvoreni skupovi O11 Osdajex € O1iy € Os.

Drugim re¢ima, Hausdorfovi su topoloski prostori u kojima svake dve

tacke imaju disjunktne okoline. Takav prostor je na primer (R, O,,;), takode
1 prizvoljan metricki prostor.

10



Ako se, pri prou¢avanju kompaktnih podskupova topoloskih prostora
ograni¢imo na Hausdorfove prostore dobijamo nove rezultate.

Teorema 3.1 Neka je (X, O) Hausdorfov prostor i A C X kompaktan skup.

a) Ako T ¢ A, onda postoje disjunktni otvoreni skupovi U 1V, takvi
daxeViACU.
b) Skup A je zatvoren. Uopste, vazi C(X) C F.

Dokaz.

a) Neka je A kompaktan skup i ¢ & 4. Kako je (X, ©) Hausdorfov
prostor, za svaku tacku a € A postoje otvoreni skupovi U,, V,, € O takvi da
jeac U, zeV,iU,NV, =0.

Sada je A CJ,.4U. pa, zbog kompaktnosti skupa A, postoje
skupovi U,,,....,U,, da je AcCU,U..UU, =U. Tada je skup
V=V, Nn..NnV, otvoren i sadrzi tacku z, a kako za svako ¢ <k iz
V CV,slediVNU, imamo VNU = .

b) Prema a), za svako v € X \ A postoji Ve Odaxr eV C X\ A
Dakle, skup X \ A je okolina svake svoje tacke, pa je otvoren, a A zatvoren
skup. ®
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4. PRESLIKAVANJE KOMPAKTNIH PROSTORA

Moze se pokazati da ako je (X, Ox) kompaktan prostor i (Y, Oy)
proizvoljan topoloski prostor, i f: X — Y neprekidna sirjekcija, onda je i
prostor (Y, Oy ) kompaktan.

Neprekidna preslikavanja kompaktnih prostora imaju vazne osobine.
Navodimo neke od njih.

Teorema 4.1 Neprekidna funkcija preslikava komaktan skup na kompaktan
skup.

Dokaz.

Neka su (X,0yx) i (Y,Oy) topoloski prostori i neka je f: X =Y
neprekidno preslikavanje, a A C X kompaktan skup. Pokazimo da je
kompaktan i skup f[A].

Sirjektivna restrikcija f|A: A — f[A] je neprekidna sirjekcija, pa
kompaktnost prostora (A, O4) daje kompaktnost prostora (f[A], (Oy)1a)),
to jest, po definiciji, kompaktnost skupa f[A]. B

U nastavku navodimo uopStenje teoreme VajerStrasa koja kaZze da
neprekidna funkcija nad zatvorenim intervalom dostize svoj supremum i
infimum.

Teorema 4.2 Neprekidna realna funkcija nad kompaktnim prostorom
dostize minimalnu 1 maksimalnu vrednost.

Dokaz.

Neka je (X, O) kompaktan prostor i f: X — R neprekidna fukcija.
Dokazimo da tada postoje tacke x(, 1 € X, takve da za svako x € X vazi
f(xo) < f(2) < fl21):

Na osnovu prethodne teoreme f[X] C R je kompaktan skup, pa je,
prema Hajne- Borelovoj teoremi, zatvoren 1 ograni¢en. Zbog ograni¢enosti
skupa f[X] postoje yo = inff[X]i y1 = supf[X], a zbog zatvorenosti tog
skupa vazi yo, y; € f[X]. Neka su tacke ¢, z; € X takve da je yo = f(z)i
y1 = f(x1). Sada za proizvoljnu tacku = € X vazi f(z) € f[X], pa je
f(xo) < f(x) < f(a1). W

12



Komentar:

Ako je f neprekidna na kompaktnom skupu K C X, ona je na njemu
uniformno neprekidna. (Pokazuje se pomocu osobinama metrickog
prostora i Hajne- Borelove teoreme.)
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5. KOMPAKTNOST U METRICKIM PROSTORIMA

Podsetimo se, (X, d) je kompaktan ako i samo ako vazi definicija 3.2, pri
¢emu su otvoreni skupovi definisani otvorenim loptama. Takode, za
podskup K metri¢kog prostora (X, d) kazemo da je kompaktan ako se iz
svakog pokrivaca skupa K otvorenim podskupovima prostora X moze
1zdvojiti konacan potpokrivac.

Stav 5.1 Ako je K kompaktan metricki prostor i F' zatvoren podskup
prostora K, tada je F' kompaktan skup.

Dokaz.

Neka je {U,|a € A} otvoreni pokriva¢ skupa F. Kako je skup F
zatvoren, njegov  komplement K\ F je otvoren, pa je
{K \ F}H{U,|a € A} otvoreni pokrivali celog prostora K. Zato postoji
njegov konacan potpokrivag, on je ocigledno i pokriva¢ skupa F' C K; kako
taj potpokriva¢, jasno, ne moze sadrzati elemenat K \ F, to smo na taj na¢in
dobili konacan potpokrivaé¢ {U,|a € A} skupa F. Dakle, F' je kompaktan
skup. H

S obzirom da je (X, d) Hausdorfov na osnovu Teoreme 3.1 sledi da je u
kompaktnom metrickom prostoru skup F' C X kompaktan ako 1 samo ako
je zatvoren.

Definicija 5.1 Metricki prostor je separabilan ako u njemu postoji najvise
prebrojiv svuda gust skup tacaka.

Teorema 5.1 Svaki kompaktan metricki prostor je separabilan.

Prema Hajne- Borelovoj teoremi podskup A realne prave je kompaktan
ako 1 samo ako je zatvoren 1 ograni¢en. Ovakva karakterizacija
kompaktnosti vazi 1 u euklidskom prostoru R", pa se postavlja pitanje da li
ovakva karakterizacija kompaktnih skupova vazi u svakom metrickom
prostoru.

Teorema 5.2 Kompaktan podskup metrickog prostora je zatvoren i
ogranicen.
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Dokaz.

Neka je skup A kompaktan u metri¢kom prostoru (X, d). Prostor (X, d)
je Hausdorfov pa je, prema Teoremi 3.1, skup A zatvoren. Neka = € X.
Tada je A C |, L(x, n), pa, zbog kompaktnosti skupa A, postoji g € N
da je A CU,<,, Lu(x) = Ly, (7). Zato je p(A) < p(Ly,(x)), to jest A je
ogranicen skup. H

Medutim, obratna implikacija ne vazi generalno, Sto pokazuje sledeci
primer.

Primer 5.1 Zatvoren 1 ograni¢en skup koji nije kompaktan.
Posmatrajmo potprostor Q prostora (R, O,y). Skup [0,v/2]NQ je
zatvoren i ogranicen, ali nije kompaktan u prostoru @, jer se lako moze

napraviti niz {a, } € [0, \/§] NQ, lim, .~ a, = V2, ali V2 ¢ |0, \/5} N Q.O

15



Zakljucak

Tema rada bila je proucavanje pojma kompaktnosti. Posto smo definisali
topoloski prostor, pojam kompaktnosti smo najpre uveli pomocu skupa
realnih brojeva, a zatim smo je definisali u proizvoljnom topolosSkom
prostoru. Takodje, govorili smo 1 o preslikavanju kompaktnih prostora.
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