1. Metricki prostor. Definicija i primeri.
Odgovor:
DEFINICIJA 1. Metricki prostor je uredjeni par (X, d) gde je X
neprazan skup, a d preslikavanje d : X x X — [0,00) za koje vaze
slede¢i uslovi:
(a) zasve x,y € X vazi d(z,y) =0 <=z =y;
(b) za sve z,y € X je d(x,y) = d(y,x) [simetricnost];
(c) za sve x,y,z € X vazi d(z,2) < d(z,y) + d(y,z) [nejednakost
trouglal.
Preslikavanje d se naziva metrika na skupu X, a broj d(z,y) je rasto-
janje tacaka x i y.
PRIMERI:
(a) (R,d) je metricki prostor gde je rastojanje d definisano na sledeci
uobicajeni nacin:
d(m,y)=|x—y|, %?JGR-

(b) (R?,d) je metricki prostor sa metrikom d definisanom na slede¢i
nacin:

d(z,y) = V/(v1 — 1) + (22 — 1)?,
gde je v = (21, 22), y = (y1,42), T,y € R
(c) Neka je Clup skup neprekidnih, realnih funkcija definisanih nad

intervalom [a,b] C R. Za f,g € Cl definiSemo d na slededi
nacin:

&) A(f.9) = max | f(2) - g(x)|

z€[a,b]
Tada je (Clap), d) metricki prostor.

DEFINICIJA 2: Neka je (X,d) metricki prostor, a € X ir > 0.
Skup
L(a,r)={z € X | d(a,z) <r}

je otvorena lopta u metrickom prostoru (X, d) sa centrom u tacki a i
sa poluprecnikom 7.



LEMA 1: Neka je L(zg,7) proizvoljna otvorena lopta u metrickom
prostoru (X, d). Tada vazi:

(Vx € L(xo,7))(Je =€, > 0)(L(x,e) C L(xo,1)).

Dokaz: Treba pokazati za za neku proizvoljnu tacku y € L(x,¢) vazi
iy € L(xg,x). Trazimo e koje zadovoljava tu relaciju. Neka je z €
L(xg,r) ineka je e :==r—d(xg,z). Iz y € L(x, ) znamo da je d(z,y) <
. Sledi

d(zo,y) < d(zo,z) +d(z,y) <r—ec+e=r,

odnosno y € L(xg,r). O

. Nizovi i tacke nagomilavanja u metrickom prostoru. Kosijevi
nizovi i kompletnost.

Odgovor:

DEFINICIJA 6: U metrickom prostoru (X, d) kazemo da niz {a, }nen
konvergira ka tacki a € X, Sto oznacavamo sa lim a, = a, ako vazi

lim d(ap,a) = 0.

n—oo

Iz definicije 6 sledi da niz {a, },en konvergira ka a € X ako

(Ve > 0)(Ing(e) € N)(Vn > no(e) = a,, € L(a,¢)).

TEOREMA 1: Ako niz {a,} C X konvergira u metrickom prostoru
(X,d), tada je grani¢na vrednost niza jednoznacno odredjena.

Dokaz: Neka je dat niz {a,}nen. Pretpostavimo da vazi lim a, = a

n—oo

i lim a, = b gde je a # b, odnosno d(a,b) > 0. Biramo proizvoljno

n—00
d(a,b)

e > 0, na primer ¢ = =2~. Tada vazi

(Ing(e))(Vn > ny)(d(an,a) <e) 1 (Iny(e))(Yn > ny)(d(a,,b) < e).
Neka je ng = max(ng,ny). Za ¥n > ng vazi

d(a,b) < d(a,a,)+d(b,a,) < d(c;, ) + d(c;, ) = gd(a,b),

sto je kontradikcija. [J



Neka je dat metricki prostor (X,d) i skup A C X. Tacka a je tacka
nagomilavangja skupa A ako vazi

(Ve > 0)((L(a,e) N A)\ {a} # 0.

TEOREMA 2: Neka je (X,d) metricki prostor, A C X i a tacka
nagomilavanja skupa A. Tada postoji niz {a,}.,eny u A takav da je

lim a, = a.
n—oo

DEFINICIJA 8: Neka je (X, d) metricki prostor. Niz {x,},en je

Kosijev ako vazi sledeci uslov:
(Ve > 0)(3no(e) € N)(Ym,n € N)(m,n > no(e) = d(xm, x,) < €),
odnosno, u ekvivalentnom obliku:

(Ve > 0)(3no(e) € N)(Vn,p € N)(n > ng(e) = d(Tntp, Tn) < €)

TEOREMA 4: Ako je niz {z,}neny u X konvergentan onda je i
Kosijev.
Dokaz: Neka je niz {z,}neny konvergentan. Tada je lim z, = =z,

n—oo

odnosno:
(2) (Ve >0)(Ino(e) € N)(VYn € N)(n > ng(e) = d(zn, z) <€)

Primenjujuci (2) za § dobijamo da je

(3) d(z,, 1) < € zasven > no(g)

Iz (3) sledi da za sve m,n > ny <§> — nz)(g) vazi
€ €
d(l‘maxn) < d(xm,l’) + d(x,xn) < 5 + 5 = .

Prema definiciji 8 sledi da je niz {x, },en Kosijev. O

DEFINICIJA 9: Metricki prostor (R, d) je kompletan ukoliko u njemu
svaki Kosijev niz konvergira, odnosno ako za svaki Kosijev niz {z, }en
u X postoji lim z, =z € N.



PRIMERI:
(a) Metricki prostor (R,d), gde je d(z,y) = |z — y|, z,y € R, je
kompletan.

(b) Metricki prostor (Q,d), gde je d(z,y) = | —yl|, z,y € Q, nije
kompletan.

(c¢) Neka je (X, d) metricki prostor i neka je f : X — R takvo pres-
likavanje da je f neprekidna i ograni¢ena funkcija na X. Oznacimo
sa Cy(X) skup svih ograni¢enih i neprekidnih funkcija f : X — R.
Metrika d u Cy(X) je definisana na sledi¢i naéin:

d(f,g9) =sup|f(x) —g(x)], f,g€ Cp(X)

zeX
Metricki prostor (Cy(X),d) je kompletan.

3. Normirani prostori, odnos norme i metrike, Banahov prostor
Odgovor:
DEFINICIJA 13: Neka je v : X — [0, 00) tako da vaze sledeéi uslovi:
°oz)=0<2=0
2° v(Az) = [Av(z), YA e F,Vr € X
3° v(x+y) <v(z)+v(y),Ve,y e X

Tada kazemo da je preslikavanje v norma nad X, a uredjen par (X, v)
je mormiran prostor.

PRIMERI:

1° (R, || - ||,) je normiran prostor ako je norma || - ||,, gde je p > 1,
definisana na sledeci nacin:

1

lally = (X lai)”. ade je x = (21,2, .. 2,)
=1



2° Prostor C([a, b]) neprekidnih realnih funkcija nad intervalom [a, b]
je normiran prostor ako je norma u C([a,b]) definisana na sledeéi
nacin:

1£llcr, = max |f()

z€[a,b]

) f € C([a,b]-

Svaki normirani prostor (X, ||-||) je i metric¢ki prostor (X, d) sa metrikom
d koja je definisana na slede¢i nacin:

d(w,y) = |z — yll, 7a sve 2,y € X

Dokaz: Proveri¢emo da d ima sledeée osobine:

1°dz,y)=0cz=y
2° d(z,y) =d(y,z), zasve z,y,z € X
3° d(z,2) <d(x,y)+d(y,z), zasve x,y,z € X

1° : Sledi iz ekvivalencija:

2° : Kako je [lz —yl| = [[(=1)(y —2)|l = | = Ully — zl| = |ly — ]
sledi da je d(x,y) = d(y, x) za sve z,y € X.

3 dr2) = |lz =zl = lls —y+y— 2l < llz—yll +[ly — 2l
=d(z,y) +d(y, z) zasve z,y,z € X. O

DEFINICIJA 14: Ako je normiran prostor (X,|| - ||) kompletan
metricki prostor onda ga nazivamo Banahov prostor.

DEFINICIJA 15: U normiranom prostoru (X, ||-||) se moze definisati

o0

konvergentan red Y y;, gde je y; € X, za svako i € N. Kazemo da je
i=1

red Y y; konvergentan i y = > y; ako je y = lim > ;. Red > y; je
=1 i=1 n—o0 =1 i=1

o0
apsolutno konvergentan ako je red > ||y;|| konvergentan.

=1

n oo
Zbir s, = > y; se zove n—ta parcijalna suma reda »_ y;, pa je red
i=1 =1
konvergentan ako i samo ako je konvergntan niz njegovih parcijalnih

suima.



TEOREMA 9: Normiran prostor (X,|| - ||) je Banahov ako i samo
ako je svaki apsolutno konvergentan red i konvergentan.

Dokaz:

(=) Pretpostavimo da je (X, ||-||) Banahov prostor i neka je red »_ x,

i=1
apsolutno konvergentan. Treba da dokazemo da {s, }nen, niz njegovih
parcijalnih suma konvergira. Posto je (X, || - ||) Banahov prostor, do-

voljno je pokazati da je {s, }nen Kosijev niz. Posmatrajmo stoga

n—+p
Sptp — Sn = E T.
k=n
n—+p n—+p
Iz nejednakosti || > mk‘ < > ||zk]| za sve n,p € N, 1 apsolutne kon-
k=n k=n

vergencija posmatranog reda sledi da za svako € > 0 postoji ng € N
takav da za svako n > ng i za sve p € N vazi

A(Sntp; $n) = |[snip = sl <,

m

odnosno niz { > {Ek} je Kosijev §to je i trebalo da sedokaze.
k=1 meN

(<) Pretpostavimo da je {x,, }neny Kosijev niz u X. Dokaza¢emo da niz
{2y }nen ima konvergentan podniz, pa je i ¢itav niz konvergentan jer je
Kosijev.

Posto je niz {, }nen Kosijev, birajuéi e = 277, j € N, dobijamo podniz
{7y, }jen takav da je:

(4) ||[L’n] _xnj+1|| <2_j7 J €N7

pri cemu je n; < njiq.

Iz uslova (4) sledi da red ) (z,; — T5(j+1)) apsolutno konvergira jer je
j=1

Z 20, — Tnganl| < ZQ_j =1
P j=1



Na onovu pretpostavke da je svaki apsolutno konvergentan red i kon-

(0.0
vergentan, sledi da red ) (.%‘nj —Tp, +1> konvergira, Sto znaci da postoji
j=1

lim (($n1 — Tny) + (Tny = Tng) T+ + (Tpuy — fnm»

m—00

= lim (2, — @p,,) = Tp, — lim z,, .
m—0o0 m—0o0

Odavde sledi da je podniz {z,,, }men konvergentan. Kako je {x,}nen
Kosijev niz koji sadrzi konvergentan podniz, sledi da je i ¢itav niz kon-
vergentan, te je (X, || -||) Banahov prostor. [J

. Hilbertovi prostori, ortogonalnost, projekcija tacke na skup
Odgovor:

U Hilbertovom prostoru preko ortonomirane baze moguce je izraziti
svaki element prostora kao linearnu kombinaciju vektora baze. Za
pocetak, dacemo definicije pred-Hilbertovog i Hilbertovog prostora, or-
togonalne i ortonormirane baze, kao i formulacije i dokaze nekih koris-
nih teorema.

Definicija 1: Neka je V vektorski prostor nad poljem F € {R,C} i
definisano je preslikavanje (:|-) : V. — F. Preslikavanje (-|-) se naziva
skalarni proizvod ako vaze sledeéi uslovi:

(a) (z]x) >0, zasvex € Vi (z]z) =0z =0.

(b) (az + By|z) = a(x|z) + B(y|2), za sve z,y,z € Via, [ €F.

(¢) (z|ly) = (y|x) za sve z,y € V.

U tom slucaju uredjen par (V, (-|-)) se zove pred-Hilbertov prostor.

Primeri pred-Hilbertovog prostora su (R", (+|-)) gde je

(l‘|y):x1y1+-‘-xny’ru T = (’Il;-"ax’rL)ay: (y17"'ayn> GR,

kao i skup neprekidnih funkcija Cl,p u kojem je definisan skalarni
proizvod

(fl9) = / (0@, 1,9 € Cla,b.

Teorema 1: Ako je (V, (-|-)) pred-Hilbertov prostor, (V,||-]|) je normi-
ran prostor, gde je ||z||> = (z|r), za sve x € V.
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Dokaz: Pre svega ||z|| > 0, za sve z € V jer je (z|x) > 0. Takodje,
l|lz]| =0 < 2 =0, jer je (z|]z) =0< x = 0.

Vazi relacija || Az|| = |A| - ||x]|, za sve x € V, A € T jer je
(Az, A\x) = M\(z|z) = A?||z|? te je |[Az|| = |A|-]|z]|, za sve z € V,\ € F.

Preostaje da se pokaze da vazi (nejednakost trougla) ||z +y|| < ||z|| +
l|ly||, za sve z,y € V.

Pretpostavimo, za trenutak, da vazi Kogi-Svarcova nejednakost:

@) < ]| - llyll, Vz,yeV.

Tada je
|z + y|? (z+ylz+y) = (z|z) + (xQ\y) + (ylz) + (ylyg
) || -+ 2| (z|y)| + HyH2
z)1” +2[|z|| - [yl + lylI* = (]| + 1lv])?,

VARVANI

pa je tvrdjenje dokazano. []

U svakom pred-Hilbertovom prostoru vazi Kogi-Svarcova nejednakost:
@l < |l - [lyll-

Dokaz: Jasno, bez umanjenja opstosti, moze se pretpostaviti da je
y # 0. Takodje, da bi argumentacija bila ociglednija, pretpostavimo
da je skalarni proizvod definisan nad R. Posmatra se izraz

Ovo je kvadratna funkcija po A sa minimalnom vrednoséu u tacki A, =
{z,y)

(v, u)

Jasno, iz ||z — Ay||?> > 0 direktno sledi da je odgovaraju¢a kvadratna
funkcija nenegativna za sve vrednosti A. Posebno, u tacki A, vazi

{&,y)
(Y, y)

(.0 =220 ) 4 >2<y,y>zo,

(y,v)



odakle sledi (z,y)* < (z,z){(y,y), odnosno |(z,y)| < ||z||||ly]|, §to je i
trebalo pokazati. [

Zakon paralelograma je potreban i dovoljan uslov za postojanje skalarnog
proizboda (+|-) koji generise normu || - || nad normiranim prostorom X
i glasi

e+ yll* + llz = ylI* = 2(/l2[]” + [[y]]*), za sve z,y € X.

Definicija 2: Neka je (V,(:|-) pred-Hilbertov prostor i x,y € V. Ele-
menti z i y su ortogonalni ako vazi (z|y) = 0. Ako je z € V tako da je
|z]| = 1 kazemo da je z normiran element.

Za ortogonalne vektore vazi ||z + y||? = ||z||* + ||y||*.
Definicija 3: Kompletan pred-Hilbertov prostor je Hilbertov prostor.

Definicija 4: Neka je (V, (-|-) Hilbertov prostor M C V. Ortogonalni
komplement skupa M, u oznaci M+, je skup

M+ ={y;y €V, (z]y) =0, zasve x € M}.
Skup M+ je zatvoren podskup od V i vazi implikacija A C B = At C
B*. Jasno, M N M+ = {0}.

Neka je dat normiran prostor (X, | - ||), tacka x € X i skup A C X.
Ako postoji a € A takav da je ||z —a|| < ||z — y|| za sve y € A, onda
je a projekcija tacke x na skup A. Cesto se koristi oznaka Pa(x) = a.

Teorema 3: Neka je (V, (+|-) Hilbertov prostor i M zatvoren potprostor
od V. Tada
(a) Za svaki element x € V postoji jedinstvena projekcija na potpros-

tor M.

(b) Svaki element z € V se na jedinstven nacin moze predstaviti u
obliku:
T=x1+x0, 11 €M, 3y Mt

$to oznacavamo sa V = M & M*.



5. Linearna nezavisnost, potpun ortonormiran sistem

Odgovor:

Definicija 5: U vektorskom prostoru V(IF) vektor a € V je linearna
kombinacija vektora ay, as, - - - , a,, € V ako postoje skalari ay, g, -+, i, €
F takvi da je a = ayaq +asgas+- - -+ ana,. Kolekcija svih vektora a € V
takvih da je a linearna kombinacija vektora ai, as, - -- ,a, oznacava se

sa span {aj, a9, - ,a,}. Skup span {aj,as,---,a,} je potprostor
od V..

Definicija 6: U vektorskom prostoru V(IF) skup vektora {ay, as, ..., a,}
je linearno nezavisan ako

araq + agas + -+ aga, =0

vazi samo kada je oy =g = -+ =, = 0.

Prema tome, skup vektora {a;,as, -+ ,a,} je linearno nezavisan ako
nijedan od njegovih elemenata nije linearna kombinacija preostalih el-
emenata tog skupa. U suprotnom kazemo da je dati skup vektora
linearno zavisan, pa tada postoje skalari aq, as, - -+ , o, € F od kojih je
bar jedan razlicit od nule i vazi

a1a; + agas + -+ - + aya, = 0.

Definicija 7: Skup vektora {aj,as,--- ,a,} je baza vektorskog pros-
tora V ako je linearno nezavisan i ako je ; span {ai,as, - ,a,} =V.
Broj n se zove dimenzija prostora V.

Definicija 8: Skup nenula vektora je ortogonalan ako su svaka dva
vektora u tom skupu ortogonalna. Skup od jednog vektora je ortogo-
nalan po definiciji. Ortogonalan skup vektora u kome je svaki vektor
normiran! je ortonomiran skup.

Teorema 5: Neka je dat ortogonalan skup vektora {uy, ..., u,} u pred-
Hilbertovom prostoru (V, (|-)). Tada je taj skup linearno nezavisan.

Wektor 2 € V je normiran ako je ||x|| = 1.
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Dokaz: Neka je aju; + asug + -+ - + ayu, = 0, aj,as, - ,a, € C. Za
svako k € {1,--- ,n} vazi
0 = (Ofux)
= (a1uy + agug + - - - + ayup|ug)
= ay(ug|ug) + az(us|ug) + . ..
+ g1 (up—rfur) + arp(ue|ur) + apsrfug) 4+ -0+ an(un, ug)
= a1-0+as-0+ - +ap_1 -0+ ap(up|ug) + agpr -0+ +a,-0
= ar(up|uk),
odakle sledi da je a; = 0. Kako to vazi za svako k € {1,...,n}, sledi
da je skup {uy,...u,} linearno nezavisan. [J

Teorema Gram-Schmidt: Svaki kona¢no dimenzionalan pred-Hilbertov
prostor ima ortonomiranu bazu.

Dokaz: Neka je {ai,as,...,a,} linearno nezavisan skup vektora koji
je baza za pred-Hilbertov prostor V(F). Slede¢im postupkom, koji se
zove Gram - Smitov postupak orogonalizacije preves¢emo tu bazu u

novu bazu {by, by, ..., b,} koja je ortogonalna, a zatim ¢emo te vektore
normirati.
U prvom koraku, uzima se da je by = a;. Posto je skup {aq,aq,...,a,}

skup nenula vektora, sledi b; # 0 i skup {b1} je ortogonalan po definiciji.
Vektor by dobijamo na sledeci nacin:

(a2|b1)b

by = ay — .
2 a2 (b1|b1) 1

Sledi by # 0 jer su aq i as linearno nezavisni. Pokaza¢emo da su by i by
ortogonalni.

as|b
(bo|by) = (as|by) — Eb2’|b1§(b1|b1) =0 = by Llb.
1/Y1
Vektor b3 dobija se po analogiji:
(as|b1) (as|b2)
bs = az — by — bs.
T i) (balby)

Ocigledno, by # 6jer je koeficijent uz asz jednak sa 1, pa bi, u suprotnom
(kada bi b3 bio nula vektor) ag bio linearno zavisan od a; i as.

11



Ortogonalnost vektora bs i by sledi iz

(az]by)
(b1]01)

(b3b2) = (as|bz) — (b1]b2) —

Na isti nacin se pokazuje da je by L by.

Dakle, opste rekurentno pravilo za ovaj postupak je

k
a bl
b = ay, bm:akﬂ—z%bi, k=1...n-1
i=1 L

Ovim postupkom dobija se ortogonalna baza. Da bi vektori bili normi-
rani, potrebno je svakog od njih podeliti sa svojom normom. Dakle,
sa

by by bn
€1 = €y = N e .
[[oa]I” 1217777 [1bnll
dobija se ortonomirana baza {ej,es,...,e,}. O

Definicija 9: Skup vektora S = {s;;i € I} u pred-Hilbertovom pros-
toru (V, (+]-)) je ortornomiran sistem ako je za sve i,j € [

_J 0, i#y
(Si|8j) - { 1’ Z:j

Ortonomiran sistem uvek postoji jer ako je s # 0 € V onda je § =
{il\} ortonormiran sistem u (V, (-|-)).

Ils

Teorema: Neka je (V,(-,-)) pred-Hilbertov prostor i neka je dat
ortonormiran skup vektora {ej, ey, ..., e,}. Ako je vektor u definisan

na sledeé¢i nacin
n
U = E Ak, €k,
k=1

tada za koeficijente ay vazi ar = (u,ex), k=1,2,...,n.

Definicija: Ortonormiran sistem S = {sx, k € R} je potpun u Hilber-
tovom prostoru (V, (-,-)) akko za proizvoljan ortonormiran sistem S
vazi:

ScS=8=025.
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Teorema: U proizvoljnom pred—Hilbertovom prostoru postoji potpun
ortonormiran sistem.

Teorema: Neka je (V,(-,-)) pred—Hilbertov prostor. Tada je skup
S = {sk,k € N} potpun ortonormiran sistem akko za svaki element
pred—Hilbertovog prostora H vazi:

(x,s,) =0,Vk € X =2 =0.

. Furijeovi koeficijenti, trigonometrijski redovi Furijea
Odgovor:

Definicija: Neka je (V,(-|-)) pred—Hilbertov prostor, z € V i E =
{eqa;a € A} potpun ortonormiran sistem. Brojevi z, = (zle,), o € A
iz polja F' su Furijeovi koeficijenti.

Teorema 1: Neka je (V,(:|-)) pred—Hilbertov prostor. Tada je skup
Furijeovih koeficijenata {x,;a € A, x, # 0} za x € V najvise prebro-
Jiv.

Teorema 2: Neka je (V, (:|-)) pred—Hilbertov prostor. Ako je {x,,;7 €
N} skup Furijeovih koeficijenata za x € V koji su razliciti od nule, tada
vazi Beselova nejednakost:

(5) Z |$ai

Teorema 4: Neka je (V,(:]-)) Hilbertov prostor, S = {e,;a € A}
kompletan ortogonalan sistem i z € V. Tada je:

T = E zi€;,

1€l

L < )

gde je z; = (zle;), i € I,.

Trigonometrijski sistem {1, cos nz, sin nx},en je jedan ortogonalan sis-
tem funkcija u pred-Hilbertovom prostoru (po delovima) neprekidih
funkcija nad [—, 7] sa skalarnim proizvodom (f|g) = ffpl. f(z)g(z)dz:

" _ [ EmErL =0 (n#0),
(1) / cos nxdr = { W —2r (n=0):

—T
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T _ ) =L =0 (e 0),
(2) /_7T sinnzdr = { o =0 s

(3) / cos mxcos nxd
_ 1/ I {0 (m#n),
_2/_7Tcos(m n)xd:ﬁ+2/_wcos(m+n)xdx—{7r (m = n):
(4) / sin masin nxdx

2

/ sin maxcos nxdr = 5 / sin (m — n)a:dw+§ / sin (m + n)xdx = 0,

-7 - -

:l/wcos(m—n)xdm—%/Wcos(mﬂLn)xdm:{ 0 (mfmj

—T —T

pri ¢emu je pri izvodjenju formula (3) i (4) iskoriséena formula (1), a
pri izvodjenju (5) iskoriséena je formula (2).

Definicija 1 Neka je f(z) funkcija s periodom 2w, koja na intervalu
[—7, m] ima konacan broj tacaka prekida prve vrste. Trigonometrijski
red Furijea (ili, krace, Furijeov red) funkcije f je dat sa

+o0o
% + nz;: (an cosnx + b, sin nzx),

pri ¢emu su koeficijenti definisani slede¢om formulom

ag = % flr f(x)dz,
(7) an = = [" f(z)cosnzdz (n=1,2,3..),
by = [ f(z)sinnzdz (n=1,2,3..).

213 |

Koristic¢e se zapis
T——
(8) f(z) ~ ?0 + ; (a,, cos nx + by, sinnz).

14



Neka je f(x) funkcija s proizvoljnim periodom 2I.

Ukoliko se f moze razviti u konvergentan red, dobija se

4@~ nwx . nmx
9) f(x) :E—k;(ancoquLbnsmT),
gde su:
a = 1 [ f@)de;
(10) a, = %filf(:c) cos 2dx  (n=1,2,3...);
b, = %filf(:n) sin 2dx (n=1,2,3..).

Red (9) s koeficijentima odredjenim formulama (10), naziva se Furijeov
red za funkciju f(z) s periodom 21.

. Tackasta konvergencija trigonometrijskih redova Furijea, Be-
selova nejednakost i Riman-Lebegova lema

Odgovor:

Neka je X pred-Hilbertov prostor funkcija koje su deo po deo neprekidne
na [—m, 7| i za svako € (—m, ) postoji konacan levi i desni limes.
Posmatracemo podklasu klase X, X'. f € X' &

(a) feX

(b) U svakoj tacki x € [—m, 7] postoje odgovarajuéi desni, odnosno
levi izvodi:

i L@ )~ Sy

Jim h Vo € [—m, )

gde je f(xy) = lime_o+ f(z + &) desna grani¢na vrednost funkcije f u

- flo—h)— f(z)
h

3 lim

Vo e (—m, ]
h—0t+

gde je f(x_) = limg_o+ f(z — &) leva graniéna vrednost funkcije f u .
Dakle,

X' ={f € X|f ima odgovarajuce jednostrane izvode na[—, 7|}

15



TEOREMA (Dirihleov dovoljan uslov) Neka je f € X’. Tada za
Va € (—m,m) Furijeov red funkcije f konvergira ka vrednosti:

flz) + flas)
2 )
a u tackama x = +7 konvergira ka:

flm) + f(=m)
5 ,

Ako je f neprekidna u tacki z, tada je f(x_) = f(x), pa prema tome

o) + flay)
2

= /().

Dakle, Furijeov red funkcije f konvergira ka f(x) u ovoj tacki.

Sledi da ako je f neprekidna na intervalu [—m, 7| i vazi f(—m) = f(7),
tada Furijeov red funkcije f konvergira ka f( ) u svakoj tacki x €
[—7, 7).

DOKAZ DIRIHLEOVE TEOREME Mozemo pretpostaviti da se
funkcije f € X’ periodiéno produzuju na citav skup R, tj. f(z+2kn) =
f(z). Za svaki prirodan broj m, S, je m-ta parcijalna suma Furijeovog
reda funkcije f:

m
0 .
= ? E a, cosnx + b, sin nx].

PROPOZICIJA 1: Za zadato f € X' vazi:

1 [7 1 «
_;/_Wf(:c—i-t) 54—;0087’4 dt

Dokaz:

Iz definicije koeficijenata a,, i b, imamo:
m
) .
=5 Z_: a, cosnx + by, sin nx]

16



1

- T

m
+ E [cos ns cos nx + sinns sin nx]] ds

n=1

:%/j f(s) %+Zcosn(s—x)] ds.

Uvodjenjem smene t = s — x dobijamo:

S0 =1 [ se+)

—TT—X

1 m
3 + nzzl Cos nt] dt.

Za svaku 27 periodi¢nu funkciju g i za bilo koji realan broj a vazi:

/_ ::g(w dt — /_ 7; o(t) dt.

Prema tome dokazali smo da vazi:

m

1
§+Zcosnt] dt O

n=1

Su@) =1 [ S+

U sledecoj propoziciji ¢emo pokazati da se suma u uglastoj zagradi
moze zapisati pomocu sinusne funkcije.

PROPOZICIJA 2: Vm € N vazi:

1 1sin(m+%)t
— 4+ cost+cos2t+ -+ cosmt = 27
2 2 sin 5t

Dokaz:

Leva strana jednakosti je definisana za Vt € R, a desna za t # 2k,
k € Z. Moze se pokazati da je t = 2krm tacka otklonivog prekida
funkcije:

sin (m + %) t

-1
sin 515

17
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Neka je t € R\{2kn}k € Z. Koristimo trigonometrijski identitet:
: L. .
cosasin f = 5 [sin(a + 3) — sin(a — 3)].
Odavde sledi da je za svaki prirodan broj k i realno r:

1 1 1 1
coskt-sin=t=—|sin(k+=|t—sin{k—=)t|,k=1,...m
2 2 2 2

pa je:

1 [1 1 1
sinit {é—i-cost—kcos%—i—-n—i—cosmt} = §Sin§t
—l—l i 325 1 125—1—' 5t ] 3t—|— + si —i—l t i 1 t
— [sin =t — sin — sin —t — sin — cee4sin (m+ = —sin|{m— =
2 2 2 2 2 2 2
1 1
:§sin(m—|—§)t,t€R

Deljenjem obe strane sa sin %t propozicija je dokazana. []
DEFINICIJA: Funkcije

1 m
D, (z) = 5t Zcos kx, x € R\{2kn} za zadato m € N
k=1

zovu se Dirihleovo jezgro (reda m).

Iz prethodne propozicije sledi da je:

Lsin (m+ 3
D, (z) = —w, x € R\{2k~n} za zadato m € N.

2 sin gz
Tacke t = 2km, gde imenilac nestaje, su otklonjive tacke prekida.
PROPOZICLJA 3: ZaVm e N [ Dy, (z)dz = %.

Dokaz:

™ ™ 1
/ Dm(.%’)dac:/ <§+cosx+0082x+--~+cosmx) dx
0 0

18



[\Dlr—l

/ dx—l—/ cosmdw+/ costda:+---+/ cosmax dx
0 0 0

T .. T
=5+ ] + - +Sm_:)n:v|0—§. O
PROPOZICIJA 4 (Beselova nejednakost) Neka je f € X i neka su
ag, an, by, n € N Furijeovi koeficijenti funkcije f. Tada vazi:

o

+ 3 (lanl* +10a) < N7
n=1

\0l0|2

PROPOZICIJA 5 (Riman - Lebegova lema) Ako je f € X i ako su

ag, an, by, n € N Furijeovi koeficijenti funkcije f tada vazi:

lim a, =01 lim b, = 0 tj.

lim f(z)cosnzdx =01 lim f(z)sinnz dx = 0.

PROPOZICIJA 6: Za svaku deo po deo neprekidnu funkciju g(x)
x € [0, 7] vazi:

m—00

T 1
lim g(t)sin <m + 5) tdt =0.
0

Dokaz:

Definisimo dve funkcije

[ g(t)coss, 0<t <, : [ g(t)sink, 0<t<m,
hl(t)_{ 0 —m<t<o 1 MO= 0, —T<t<0.

Kako je g(z) deo po deo neprekidna na intervalu [0, 7] sledi da su obe
funkcije hy i he deo po deo neprekidne na [0, 7]. Sada je:

hy(t) ha(t)

——— —
" : 1 " t . " 1
gt)sin | m+ = | tdt = [ g(t)cos=sinmtdt+ [ g(t)sin—tcosmtdt
0 2 0 2 0 2
bmze:,/n (t) amz;,hz (t)

19



:/ hl(t)sinmtdt+/ ho(t) cosmit dt.

—T —T

Iz Riman-Lebegove leme sledi:

m—00 m—0o0

OJ

Nastavak dokaza Dirihleove teoreme: Zelimo da dokazemo da:

lim S, (z) = fla2)+ f(xy)

m—00 2

Vo e (—m,m)

(za x = +m dokazuje se analogno, tacnije posmatranjem periodi¢nog
produzenja funkcije f).

Neka je z € (—m, ) fiksiran proizvoljan broj. Uvodimo pomoc¢nu
funkciju:

f(l’ +2ts>1;%f<x+) ,t c (O, 7T]

g(t) =

Dakle, g je deo po deo neprekidna na intervalu (0, ], posto je f deo
po deo neprekidna. Treba pokazati da lim; g+ g(t) postoji.

t) — t
lim g(t) = lim L@ ED=S@) :
t—0+ t—0+t t . 2sin 5

. o / ~—
ovo je desni izvod f-jefu x f, (v) 1

Posto f € X/, sledi da lim;_,q+ w postoji.
Zaklju¢ujemo da je g deo po deo neprekidna na celom intervalu [0, 7].

Iz Propozicije 6. znamo:

T 1
lim g(t)sin <m + 5) tdt =0,
0

m—00

odnosno:

:E—I—t - sin +1)¢ 1 (™ f(xy)-sin(m+ 1)t
lim / A (m+3) dt——/ fe) ,(t )ty
m—oo | T 281n— T Jo 2sin 5

20
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Iz Propozicije 3. sledi:

1 ™ f(zy)-sin(m+ 1)t B 1 ™ sin(m + 1)t
W/O dt = f(z) /O— dt

1 7
251112 s 251112

_ f(xﬁ%/ﬂDm(t) dt — @

. 1
= lim _/ flz+1) sm(m—l—i)tdt_M.

ZSin% 2

m—oo 7
Sliéno za t € [—m,0) definisemo:

fla+t) = fa)

1
281n2

g(t) =

Koristimo da f ima levi izvod u z_. Ponovimo prethodno izvodjenje
na [—m, 0] i dobi¢emo:

' +3)t _
m—oo T 2sin 5 2
Konacno:
lim S, ( —hm—/fa:+t (t)dt
m—oo m—oo T

_ fla) + fla-)

= lim [l : f(x—i—t)Dm(t)dt—l—l/ﬂf(x%—t)Dm(t)dt 5
T 7 Jo

m—00
-

O

8. Uniformna konvergencija trigonometrijskih redova Furijea, Par-
sevalova jednakost

Odgovor:

DEFINICIJA Neka je {f,}°°_; niz funkcija definisanih na intervalu
[a,b] i neka je funkcija f definisana na [a,b]. Kazemo da niz {f,,}>°_;
konvergira uniformno ka funkciji f na intervalu [a, b] ako za svako € > 0,

postoji prirodan broj n(e) takav da vazi |f,,(z) — f(z)| < € za svako
m > n(e) 1 za svako x iz intervala [a, b].
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TEOREMA (o uniformnoj konvergenciji) Ako je funkcija f neprekidna
na intervalu [—7, 7] i vazi f(—m) = f(m)1iako je f’ deo po deo neprekidna,
tj. f' € X, tada Furijeov red funkcije f konvergira uniformno ka f na
[—7, 7).

Skup funkcija koje ispunjavaju uslove prethodne teoreme oznacavace
se sa X'.

Napomena: Ako je f' € X sledi da f € X',
DOKAZ: Neka f' € X ineka je

f'(z) ~ % + Z[an cosnx + f,sinnx], a

n=1

o0
0 )
5 E a, cosnx + by, sin nx|.

Odredimo sada vezu izmedju ay,, G, 1 ay, by,.

o=+ / ) de = 2 (7(m) ~ f(=m) =0,

T™J-n
Ovde smo iskoristili ¢injenicu da je f(—m) = f(m).
Zan > 1:

1 K
a, = —/ f'(z) cosnx dx
™ —T

= l[f(q;)cosnx\” /f nsmnxdx]

= / f(z)sinnx dx

On = / f'(z) sinnx dz

= %[f( )sinnz|™ / f(z)ncosnzx dx

= —na,.
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Dakle, vazi: «,, = nb,, B, = —na,.

Za ovaj dokaz ¢emo koristiti VajersStrasov kriterijum uniformne
konvergencije koji glasi:

Ako postoji brojni red Y7 | ¢,, ¢ > 0 koji konvergira pri ¢emu za svako
n € N isvako z iz nekog intervala I vazi | f,(z)| < ¢, onda funkcionalni
red > >° | fu(x) apsolutno i uniformno konvergira na I.

Znamo da vaze sledece nejednakosti:

|an cosnz| < |an| < \/|anl” + |ba] i

b, sinnz| < |bn| < \/|an|” + [ba]® 0 € N.

Dokazimo sada konvergenciju reda 0% 1/ |an| + |ba]*.

o) ] a, 2 ﬂn 2 o) 1
SV lanl ol = 30| S = 2 el + 1P
n=1 n=1 n=1

Koriste¢i Kogi-Svarcovu nejednakost dobijamo:

oo 1 % 1 0
ZE\/ |an|2+|ﬁn|2 < Zﬁ Z(lan|2+|ﬁn|2)

Ranije smo dokazali da je Y07 & =2 paje /> >0 & = /%

Na osnovu Beselove nejednakosti dobijamo:

oo

S (lewl” +18.7) < IF1° < o0,

n=1
pajei 00 Ly /lan|? + 8.7 < 0o, odnosno red 300 1/|an|” + [ba”
konvergira.

Sada sledi da brojni redovi Y >~ | |a,| 1Y~ |bn| konvergiraju, a iz Va-
. -« . o0 . o0 . .
jerstrasove teoreme sledi da )~ a,cosnx i)~ b, sinnz uniformno
konvergiraju, pa i Furijeov red funkcije f uniformno konvergira.
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Treba jos pokazati da red konvergira bas ka funkciji f. Iz f' € X sledi
da f ispunjava uslove Dirihleove teoreme, pa imamo tackastu konver-
genciju ka f(x) u svakoj tacki z € [—m,m|. To znadi da konvergira
uniformno ka f na celom intervalu.[]

Podsetimo se, ortonormiran sistem vektora {e)}.ca je potpun ako iz
(z,ex) =0zasva A € Asledi z = 0.

PROPOZICIJA Ako za ortonormiran sistem vektora {ej }ren vazi

> M@ en)* = |
k=1
onda je taj sistem potpun.

Jednakost iz prethodne propozicije se naziva Parsevalova jednakost.
Potreban i dovoljan uslov da ona vazi je

lim ||z —S,| =0,

gde je S, projekcija vektora z na potprostor span{es,...,en}.

TEOREMA 1 (Parsevalova jednakost) Za svaku f € X vazi jed-
nakost:

2 [ M@ b= G4 3 ol + i) @

™ —T
gde su a, i b, Furijeovi koeficijenti od f.

TEOREMA 2 (Uopstena Parsevalova jednakost) Za svako f,g € F

vazi:

agC

L (m ., —— R
gde su:
ao > .
flx) ~ b + Z[an cos nz + by, sin nz|

n=1
g(x) ~ 02—0 + nz:l[cn cos nx + d, sinnz]

TEOREMA 3 (Jedinstvenost Furijeovog reda) Ako su f,g € X i
ako su Furijeovi redovi od f i g jednaki, tada je f(x) = g(x) osim u
kona¢nom broju tacaka.
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9. Furijeova transformacija
Odgovor:
Neka je f: R — C. Formalno definisemo funkciju F': R — C sa:

Flw) =5 [2 F(z)e "dx.

Nesvojstveni integral sa desne strane moze da postoji, ali i ne mora.
Ukoliko postoji, funkcija F' se zove Furijeova transformacija funkcije f.
Furijeov red je namenjen za funkcije definisane na konacnom intervalu
(ili periodiéne funkcije definisane na celom R). Furijeova transformacija
se koristi za funkcije definisane na celom R (koje nisu periodicne).

Uvodimo oznaku G(R) koja predstavlja familiju funkcija f : R — C
koje su deo po deo neprekidne i apsolutno integrabilne. Primeé¢ujemo:

(a) f jedeo podeoneprekidna na celom R ako je deo po deo neprekidna
na svakom kona¢nom intervalu [a, b]. f moze mati beskonacan broj
prekida (ali samo konacan broj na svakom kona¢nom podinter-
valu).

(b) f je apsolutno integrabilna na R ako [~ |f(z)|dz < oo tj. inte-

o0
—00

gral nad R od |f(z)| postoji i konacan je.

G(R) je vektorski prostor nad C'. Iz definicije sledi da za svaku funkciju
f € G(R) Furijeova transformacija funkcije F' je definisana za svako
we R.

Teorema: Za svaku f € G(R) vazi:

(a) F(w) je definisana za Vw € R

(b) F(w) € C(R), tj. F(w) je neprekidna funkcija na R
(¢) lim F(w)=0

w——+00
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Za dokaz navedene teoreme koristimo kao pomoénu teoremu, Lebegovu
teoremu o dominantnoj konvergenciji, koja glasi:

Teorema: Neka je {f;}rer familija deo po deo neprekidnih funkcija
za koju vazi }llirré fn(x) = f(x), Vo € R. Ako postoji funkcija g takva da

je | fn(z)| < g(z) za sve © € R, tako da je [7_g(z)dz < oo, tada vazi

“+o00 “+oo

lim fu(z)dr = f(z)dx

h—0 —

Pomoéna teorema obezbedjuje uslove za ulazak limesa pod integral.
Drugim rec¢ima, postojanje funkcije g koja zadovoljava uslove navedene
u Lebegovoj teoremi, dozvoljava promenu redosleda operacija, pri cemu
se oCuvava ista vrednost.

Dokaz. 1. Iz ¢injenice da je |e~™*| = 1 za svako realno x i w, sledi da
je

1 [ 1 [~

5 | M@ lar = o [ (f@ldr < oo,

tako da je funkcija f(z)e ™7 apsolutno mtegrabilna na R, za svako
realno w. Uz to, funkcija f(z)e ™" je deo po deo neprekidna, pa ona
pripada klasi G(R). Dakle, F'(w) je dobro definisana za svako realno w.

2. Neka je w € R. Treba da se dokaze neprekidnost funkcije F' u tacki
w, odnosno }Lin%[F(w + h) — F(w)] = 0. Iz definicije funkcije F' sledi:

(Flw+h) — Fw)] = i T etryngy _ L / F@)e“ da

— / f —uua: —zha: o 1]d$’

Za svako realno h definiSemo funkciju f,(w) = f(x)e “*[e~the — 1].
Sada za Vr € R vazi

lim fu(z) = lim f(z)e” e — 1]
— f(m)efiwx }llii%[efihz . 1]
= f(z)e ™ .0=0.
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Uz to:

[fu(@)] < [f@)le™|(le™[+1) < [f(2)] - 1-2=2-|f(2)]

Funkcija g(x) = 2|f(x)| zadovoljava uslove Lebegove teoreme o domi-
nantnoj konvergenciji, pa kao posledicu imamo

1 [~ :
Ilg%%/oofh(x)dx—()éllllgé[F(ijh)—F(w)}—0,

odakle sledi trazena neprekidnost. O

3. Po definiciji je

w—t00 w—F00

lim F(w) = lim /OO f(x)e “*dx

= lim (/OO f(z) coswadx — z'/oo f(z) sinwzdz).

w—Zo00 0
Za dokaz thI:l F(w) = 0 dovoljno je dokazati

o0

lirjIEl / f(z) coswadr =0 1 lirf f(z)sinwzdr = 0.

Dokazi navedenih jednakosti su analogni, pa ¢emo pokazati samo za
prvi limes.

S obzirom da je funkcija f apsolutno integrabilna, za zadato ¢ > 0.
postoji M > 0 tako da je [, ., |f(z)ldz <e i

/ f(z) coswzdzr| < / |f(z)coswz|dx < / |f(z)|dx < e.
|| >M |z|>M

|| >M

Posto je funkcija f deo po deo neprekidna na intervalu [— M, M] postoji
podela intervala [—M, M| :

—M=zxy<t1<...<xpy=M

takva da stepenasta funkcija h(zx) = f(zx), 21 < © < xp, k =
1,2,...,m zadovoljava:

/_ |f(z) — h(z)|dx < e.

M
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Drugim re¢ima, mozemo aproksimirati funkciju stepenastom funkcijom
h. Ova c¢injenica je posledica definicije Rimanovog integrala. Kako je

M

/ i f(z) coswadz = / " (@) = hla) coswda + / h(z) cos wads,

M -M
posmatramo sabirke na desnoj strani jednakosti. Za svako w € R :

< / F(2) — h(2)| [coswa| dz

—-M

‘/A;(f(x) — h(z)) coswrda

IN

/_ |f(z) — h(z)|dx < e.

M

Sa druge strane,

M m T
‘/ h(z) coswzdzr| = Z/ f(zy) coswxdx
-M k=1 " Tk-1
- SIN Wxy, — SINWTj_
_ Zf(xk) k ) k—1
1

IA
M= 7
=

=

T

|

IN

pa, za dovoljno veliko w vazi

2m
Uiﬂylgaéle(wH <e.

Konaé¢no, za dovoljno veliko w dobija se

< 3¢,

‘/_Z f(z) coswxdx

¢ime je dokazana treca stavka teoreme, i samim tim je i teorema u
potpunosti dokazana. O
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Primer: Neka je data funkcija

<z <
f(x):{ld asz<h gdeje —oo<a<b<oo.

Ova funkcija se zove karakteristicna funkcija intervala [a, b] ili jedini¢ni
impuls na [a,b]. Odrediti Furijeovu transformaciju funkcije f.

1 e—zwx e—i~wa o e—i-w-b
—zw:cd el —zwxd b
T or / fl@ / — ’ 271w

giwb _ g—iwb sin wb

Ako je a = —b, b > 0, dobija se F(w) = , = ,
2m i w wT
odnosno, ako je sinc (w) = 2 vazi F(w) = Lsinc (bw).

Dva znacajna svojstva Furljeove transformacije:
(a) Neka je f neprekidna i diferencijabilna funkcija takva da f, f’ €
G(R).Tada vazi:
Fipy(w) = (iw) Fp(w)

Na isti na¢in se moze dokazati da ako su f, f', f”, ... f* ! neprekidne
i diferencijabilne i f, f/, f”,... f™ € G(R). Onda:
Fipm(w) = (i - w)"Fgy(w).

(b) Neka je f € G(R) takva da integral f |z f(z)| dx konvergira.
Tada je Furijeova transformacija funkcue x f neprekidno diferen-
cijabilna i zadovoljava jednakost:

Forn(w) = i—F
of (@) (W) Oy (W)

10. Inverzna Furijeova transformacija
Odgovor:

Neka je F(w) po delovima neprekidna i apsolutno integrabilna funkcija.
Tada je tnverzna Furijeova transformacija formalno definisana sa

f@) = [ P,

—0o0
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Teorema:(Fubinijeva teorema) Neka je f : R x R — C deo po deo
neprekidna funkcija. Pretpostavimo da integrali f |f(x,y)|dxi f |f(x,y)| dy
konvergiraju. Ako konvergira jedan od integrala

77|f(x,y)|drcdy ili 77|f(x,y)ldyd:v

—00 —00 —00 —00

onda konvergira i drugi, i

]Off(x,y)dxdy:77f(x,y)dydx-

—00 —00 —00 —00

Teorema:(o inverznoj Furijeovoj transformaciji): Ako f € G(R) onda
za svaku tacku z € R, u kojoj postoje jednostrani izvodi funkcije f
vazi:

f@)+ [l o M

= lim F(w)e™"dw
2 M—oo |_ur

Dokaz: U dokazu se koristi Fubinijeva teorema.

/ A; Flw)e“ dw = / N {% / h f(y)e—iwydy] e du
Ll

ciw@=y) -
© 5 L0 [l

/MF(w)ei‘“Idw _ / fy QSlnM(:U— )d
: _ / fy sme— d 1 / fly Sme_y)dy.

Nakon smene ¢t = y — x dobija se

M . I in Mt 1 [ in Mt
/ Fw)e dw = ~ / Fla+) 2204 — / Flo+)22 ",
- T J_oo t T Jo t

M
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Tvrdimo da je

lim _/ fe Sthdt: f(z™)

M—oo T 2

ida je

lim —/ fla Sthdt:m.

M—oco T 2

Dokaza¢emo samo prvi rezultat jer se drugi dokazuje analogno. Kako

= in Mt " Mt Mt
/ f(x+t)smt dt:/ flao+ D dt+/ fla+t) Smt dt,
0 0

definiSemo

fett) s g
0, t<m.

Iz uslova sledi da f € G(R) paig € G(R). Iz dokaza teoreme za
Furijeovu transformaciju sledi

o Mt
lim g(t)sin Mtdt =0 tj. lim —/ f(x sm dt = 0.

M —o00 oo M—oo 77

Sada posmatramo grani¢nu vrednost

lim —/ f(z Sthdt.

M—oo T

Funkcija h(t) = w je deo po deo neprekidna na [0, 7], paina

nju mozemo primeniti teoremu o Furijeovoj transformaciji:

M 1 [™ — +
lim —/ flo+n™n tdt — lim —/ F@+0 = 1@ o vrar
M—oco T M—oo t
1 n Tsin Mt
- dt>
v ot [
1 T sin Mt
= —f(z") lim Tt
e M—oco 0
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Jos treba da pokazemo da je graniéna vrednost poslednjeg izraza jed-
naka I.
2

Smenom u = Mt dobija se

/7r sin Mt . /MTr sinu "
0 t 0 Uu

T . Mt co -
lim S = / MY g = z,
M —o0 0 t 0 2

i, prema tome,

Sto se moze dokazati primenom leme

Lema: Za svaku deo po deo neprekidnu funkciju g(z), « € [0, 7], vazi:

m—00 0

T 1
lim g(t)sin (m + 5) tdt =0

i na osnovu osobina konvergentnih nesvojstvenih integrala.

Primer: Znamo da je sinc funkcija Furijeova transformacija jedini¢nog
impulsa. Iz formule za inverznu Furjeovu transformaciju i koristeci
osobine parnosti i neparnosti, za |z| # b dobija se:

o .
sinwb .
flz) = P.V./ —e""dw
wT
—0o0
. M sin wb cos wx . M ginwbsin wz
= lim — dw+ lim 1 _—
M—oo J_af wT M—oo _

2/M sin wb cos wx 2/°° sin wb cos wx
0 0

w
M wT

dw = —

w ™

dw.

w

U tackama z = +b funkcija f(x) nije neprekidna, pa na osnovu prethodno
dokazane teoreme integral konvergira ka poluzbiru leve i desne grani¢ne
vrednosti, koja je jednaka sa % Dakle,

o - 1, |z]<b
2 sinwb cos wx 1
- ————dw=14 3, |z[=0b
T Jo w 0, |z|>0b.
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Za x=01b=1dobijase [~y =7

Posledica: Ako je [ neprekidna funkcija i ako je f’ deo po deo
neprekidna funkcija onda vaze slede¢e formule:

1 [~ 4
F(w) = %/ f(x)e ™“"dx, Yw € R,

flz) = P.V./ F(w)e™*dw, Yz €R.
Ako pretpostavimo da F(w) € G(R) onda je
FE@)@) = 5= [ Fwe™w= o [ Fe)ed = o f-o)
w))(@) = 5 » wle Mt = o » w)e w= o f(=),

odnosno

1
F(FW)(z) = 5 f(-2)
T
Primer: Furijeova transformacija funkcije f(x) = e~1*l je data sa

1
F(w) = m

Obe funkcije F(w) € G(R) i f € G(R) su neprekidne i neprekidno
diferencijabilne. Iz formule za inverznu Furijeovu transformaciju sledi:

o0 1 . & 1
ezl — /mmewxdw:/mm[coswm—i—isinwx]dw

*®  coswz [ sinwz
= ———dw+1 —dw.
oo T(1+w?) oo T(1 4+ w?)

Cisto imaginarni deo se "ponistava” jer je e~*! realna funkcija. Posto
je cosz parna funkcija, sledi da je funkcija f(z) = e”1*! jednaka nesvo-
jstvenom integralu

2 /°° COS W ||
- dw =€ ™.
mJo 1+ w?
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Napomena: Ako postoji A}im f_]‘i[ g(z)dz tu vrednost zovemo glavna

vrednost (Principal value) integrala, u oznaci

PV. /00 g(x)dx

—00

Od znacaja su sledece posledice prethodne teoreme.

Posledica: Ako f € G(R), f je neprekidna, f’ je deo po deo neprekidna,
vaze sledeée formule:

F(w) = % /_Oo f(x)e ™ dx

e}

f(z) = P.V./ F(w)e™*dw

—0o0

Ako pretpostavimo da F(w) € G(R) onda:

F(F(w))(x) ! /OO F(w)e ™w = L[~ F(w)e“t9dy = if(—:v)

o) o)

Dobijamo formulu:
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