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Dirihleovi uslovi

e X je pred-Hilbertov prostor funkcija koje imaju kona¢no mnogo tacaka
prekida prve vrste na [—m, 7].
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Tackasta konvergencija Dirihleovi uslovi

e X je pred-Hilbertov prostor funkcija koje imaju kona¢no mnogo tacaka
prekida prve vrste na [—m, 7].

e X' ={f €X | fimaodgovarajuce jednostrane izvode na[—, 7]}

Teorema

(Dirihleova teorema) Neka je f € X’. Tada za Vx € (—m, 7) trigonometijski
red Furijea funkcije f konvergira ka

fOo) +/ ()
> 7

flr) +f(=my)
5 .

a u tatkama x = £ konvergira ka
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Tackasta konvergencija Dirihleovi uslovi

Napomene:

@® Ako pretpostavimo da je f definisana na celom skupu R i ako je
2m-periodiCna, tada vazi f(my) = f(—m+), paje

flro) +f(my)  flm-) +f(—7r+)'

2 2

Sli¢na situacija je i sa krajnjom tatkom x = —r.
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Tackasta konvergencija Dirihleovi uslovi

Napomene:

@® Ako pretpostavimo da je f definisana na celom skupu R i ako je
2m-periodiCna, tada vazi f(my) = f(—m+), paje

flro) +f(my)  flm-) +f(—7r+)'

2 2

Sli¢na situacija je i sa krajnjom tatkom x = —r.

® Ako je f neprekidna u tacki x, tada je f(x_) = f(x4), pa prema tome

vazi:
P £108) _ gy

pa u taCkama neprekidnosti, Furijeov red funkcije f konvergira ka f(x),
odnosno imamo tackastu konvergenciju.
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aCkasta konvergencija Dirihleovi uslovi

Napomene:

@® Ako pretpostavimo da je f definisana na celom skupu R i ako je
2m-periodiCna, tada vazi f(my) = f(—m+), paje

flro) +f(my)  flm-) +f(—7r+)'

2 2

Sli¢na situacija je i sa krajnjom tatkom x = —r.
® Ako je f neprekidna u tacki x, tada je f(x_) = f(x4), pa prema tome

vazi:
P £108) _ gy

pa u taCkama neprekidnosti, Furijeov red funkcije f konvergira ka f(x),
odnosno imamo tackastu konvergenciju.
©® Na osnovu prethodno reenog, ako je f neprekidna na intervalu [—, 7] i

vazi f(—m) = f (), tada Furijeov red funkcije f konvergira ka f(x) u
svakoj tacki x € [—, 7], a sli¢no vazi i za 2m-periodi¢ne funkcije.
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Za svaki prirodan broj m, S;, je m-ta parcijalna suma Furijeovog reda funkcije

f:

m
Sm(x) = a—zo + Z[an cos nx + by, sin nx].
n=1
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Tackasta konvergencija SO
Za svaki prirodan broj m, S;, je m-ta parcijalna suma Furijeovog reda funkcije

e .
a .
Sm(x) = 30 + E 1[an cos nx + by, sin nx].
n=

Lema
Za zadato f € X’ vaZi:

17 1 ¢
Sm(x):w/ fx+1) §+Zcosnt dt, xe¢€[—-m, .
- n=1
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Tackasta konvergencija SO

Za svaki prirodan broj m, S;, je m-ta parcijalna suma Furijeovog reda funkcije

f:

m
Sm(x) = CLZO + Z[an cos nx + by, sin nx].
n=1

Lema

Za zadato f € X’ vaZi:

1 (" 1
Sm(x)zﬂ/ fx+1) §+Zcosnt dt, xe¢€[—-m, .
- n=1

Lema

Za svaki broj m € N vazi:

1 lsin(m—i—%)t
— 4 cost+cos2t+---+cosmt = - ————=—

. 14 2%um ke
2 2 sin%t 7
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Leme

Dokaz
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sin (m+ %)t

Dokaz Tacka r = 2k tacka otklonjivog prekida funkcije —
sin 51

iza (Novi Dirihleova teorema 23 novembar 2009 6/22



Tackasta konvergencija SO

sin (m+ %)t

Dokaz Tacka r = 2k tacka otklonjivog prekida funkcije —
sin 51

Nekajet € R\ {2kn}, k € Z. Na osnovu

cosassin 3 = % [sin(a + ) — sin(a — )]

sledi
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Tackasta konvergencija SO

sin (m+ %)t

Dokaz Tacka r = 2k tacka otklonjivog prekida funkcije —
sin 51

Nekajet € R\ {2kn}, k € Z. Na osnovu

cosassin 3 = % [sin(a + ) — sin(a — )]

sledi

s'nlt 1—|—cost—i—cosZt—|— + cos mt 1s'nlt

1mn — — = —SIn —

2|2 D
+1'3t'1t+'5t'3t+ + si +1t' lt
— |sin=t—sin=t+sin=t—sin=t+---+sin{m+=|t—sin{m— =
2 2 2 2 2 2 2
1 1

Deljenjem obe strane jednakosti sa sin %t dobija se tvrdjenje. O
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Definicija

Dirihleovo jezgro (reda m € N) je definisano sa

1 m
Dy (x) = 3 + Zcoskx, x € R\ {2kr}, meN.
k=1
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Tackasta konvergencija SO

Definicija

Dirihleovo jezgro (reda m € N) je definisano sa

1 m
Dy (x) = 3 + Zcoskx, x € R\ {2kr}, meN.
k=1

1z prethodne leme sledi:

1sin (m+ §) x
Dm(x)ZETlxz’ XER\{Z’C’R’}, m € N.
2

Tacke t = 2k, u kojima je imenilac jednak nuli, su tacke otklonjivog prekida.
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sta konvergencija [EFSNE

Definicija

Dirihleovo jezgro (reda m € N) je definisano sa

1 m
Dy (x) = 3 + Zcoskx, x € R\ {2kr}, meN.
k=1

1z prethodne leme sledi:

1sin (m+ §) x
Dm(X):ETlxz, XER\{Z’C’R’}, m € N.
2

Tacke t = 2k, u kojima je imenilac jednak nuli, su tacke otklonjivog prekida.
Lema

Za Dirihleovo jezgro redam € N vaZi [ Dy(x) dx = 5.
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ta konvergencija Leme

s ™

1

/Dm(x)dx:/ §+cosx+0052x+---—|—cosmx dx
0 0
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Tackasta konvergencija SO

Dokaz

s ™ 1
/ Dm(x)dx:/ <2+cosx+0052x+---—|—cosmx> dx
0 0

1 ™ ™ ™ ™
:/ dx+/ cosxdx+/ cos2xdx+-~-+/ cos mx dx
2 )y 0 0 0
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Tackasta konvergencija SO

Dokaz

s ™ 1
/ Dy, (x) dx:/ ( + cos x + cos 2x +
0 0o \2

1 ™ ™ ™
:/ dx+/ cosxdx+/ cos2xdx + -
2 )y 0 0

primenjena a oV , Serbia) Dirihleova teorema

~-—|—cosmx> dx

™
+ / cos mx dx
0

T .. . . T
:§+smx|0—|—---—|—smmx|0:§. O
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aCkasta konvergencija [SSHS

Dokaz

s ™ 1
/ Dm(x)dx:/ <2+cosx+0052x+---—|—cosmx) dx
0 0

1 ™ ™ ™ ™
:/ dx+/ cosxdx+/ cos2xdx+-~-+/ cos mx dx
2 )y 0 0 0

T .. . . T
:§+smx|0—|—---—|—smmx|0:§. O

Kako je cosx = M, vazi
| — 1 =R pe 1 N1, 71
_ kx = — - - = ikx 7—zkx’
2+kz_:lcos 2+kz_:1 > 2—|—k—12€ +k§_:126

odakle se dobija kompleksni oblik Dirihleovog jezgra:

D (x) :% Zm: e,

n—=—m

primenjena analiza (Novi Sad, Serbia) Dirihleova teorema 23 novembar 2009

8/22



ta konvergencija SN

. . 1]
primenjena analiza (Novi Sad, Serbia) Dirihleova teorema 23 novembar 2009 9/22




Tackasta konvergencija SO

M

amplitude

-1
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Tackasta konvergencija SO

Lema

(Beselova nejednakost za trigonometrijske redove Furijea) Neka je f € X i
neka su ay, a,, by, n € N, Furijeovi koeficijenti funkcije f. Tada vazi:

ao)?

5t (lanl® + 6a) < IIFI

n=1
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Tackasta konvergencija SO

Lema

(Beselova nejednakost za trigonometrijske redove Furijea) Neka je f € X i
neka su ay, a,, by, n € N, Furijeovi koeficijenti funkcije f. Tada vazi:

ao)?

5t (lanl® + 6a) < IIFI

n=1

Dokaz Lema je direktna posledica ¢injenice da u pred-Hilbertovom prostoru
sa ortonormiranom bazom {eg, ey, ez . .. } vazi

o
oI e)l < 1P
k=0

U nasem slucaju bazu Cine funkcije

{

V2

a koeficijenti su brojevi ag, a,, b,, n € N.

, sinx, cos x, sin 2x, cos 2x, . .. },
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aCkasta konvergencija [SSHS

Za ep(x) = % imamo:

| L[ 1P |ao [P laof
|(f,e0)l” = p _Wf(x)%dx 1l T2
Ako je ex(x) = coskx,k > 1, tada je:
| /7 2
I(f, ex)|* = ‘W _Wf(x) coskxdx| = |a)?.

Sli¢no, ako je ex(x) = sin kx, tada je: |(f, ex)| = |bk|-
Ovim je lema dokazana. O
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Lema

(Riman - Lebegova lema): Neka je data funkcija f € X i neka su ag, a,,, by,
,n € N njeni Furijeovi koeficijenti. Tada lim, .o, a, = 0, i lim,—« b, = 0,
odnosno

™ s

lim f(x)cosnxdx=0 i lim f(x)sinnxdx = 0.
n—oo —x n—oo —r

iza (Novi Dirihleova teorema 23 novembar 2009
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Lema

(Riman - Lebegova lema): Neka je data funkcija f € X i neka su ag, a,,, by,
,n € N njeni Furijeovi koeficijenti. Tada lim, .o, a, = 0, i lim,—« b, = 0,
odnosno

™ s

lim f(x)cosnxdx=0 i lim f(x)sinnxdx = 0.
n—oo J|_ n—oo —r

™

Dokaz Iz Beselove nejednakosti sledi konvergencija brojnog reda

o0

Lo L S~ (a2 + baP)
2 n n .

n=1

Odavde sledi da opsti ¢lan reda teZi ka nuli, pa je

limy, o0 (|an|> + [ba]?) = 0 & limy—oo |a,|> =0 < lim,—ooa, =0
i lim,_o |bn)* =0 lim,_oo by, = 0.
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Lema

Za svaku deo po deo neprekidnu funkciju g(x), x € [0, 7], vazi:

T 1
lim g(t)sin (m + ) tdt =0.
0 2

m—0o0

iza (Novi Dirihleova teorema 23 novembar 2009 14/22



Tackasta konvergencija SO

Lema

Za svaku deo po deo neprekidnu funkciju g(x), x € [0, 7], vazi:

m—0o0

T 1
lim g(t)sin (m + ) tdt =0.
0 2

Dokaz Uvodimo oznake:

~J g()cost, O0<r<m, . _f g()sin 3,
hl(t)_{ 0, —r<i<o. = 0=

0<t<m,
-7 <t<O0
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Kako je g(x) deo po deo neprekidna na intervalu [0, 7| sledi da su funkcije
i hp deo po deo neprekidne na [0, ]. Vazi:
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Tackasta konvergencija SO

Kako je g(x) deo po deo neprekidna na intervalu [0, 7| sledi da su funkcije
i hp deo po deo neprekidne na [0, ]. Vazi:

hl(l) hz([)
- 1 71_/—/\7 ﬂ_,—/\‘t
/ g(t)sin | m+ = | tdr = / g(t) cos = sinmt dt + / g(t) sin = cos mt dt
0 2 0 2 0 2
b z;rhl (1) am za hy(r)

:/ hl(t)sinmtdt—i—/ hy(t) cos mt dt.

—T

—T
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Tackasta konvergencija SO

Kako je g(x) deo po deo neprekidna na intervalu [0, 7| sledi da su funkcije
i hp deo po deo neprekidne na [0, ]. Vazi:

hl(l) hz([)
T 1 T t T t
/ g(t)sin | m+ = | tdr = / g(t) cos = sinmt dt + / g(t) sin = cos mt dt
0 2 0 2 0 2
bm z;rhl (1) am za hy(r)

:/ hl(t)sinmtdt—i—/ hy(t) cos mt dt.

—T —T

Iz Riman-Lebegove leme sledi lim a,,(hy) = 0, i, takodje, lim b, (h;) =0,
m—0o0 m—0o0

4 1
paje lim / g(t)sin (m + > tdt=0.0

primenjena analiza (Novi Sad, Serbia) Dirihleova teorema 23 novembar 2009 15/22



R OIVCRCIGIEN  dokaz Dirihleove teoreme

Treba pokazati da vazi:

lim S, (x) = flo) + 1)

m—00 2

, Vx e (—m,m),

a za x = £ dokaz je analogan.
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EUCHRN OIVCRCOIENl  dokaz Dirihleove teoreme

Treba pokazati da vazi:

lim S, (x) = flo) + 1)

m—00 2

, Vx e (—m,m),

a za x = £ dokaz je analogan.
Neka je dato x € (—m, ) i neka je

fe+0) —fxy)

- , te (0,7
ZSIH%

g(t) =

Posto je f deo po deo neprekidna funkcija, sledi da je i g deo po deo
neprekidna funkcija na (0, 7|. Treba pokazati da postoji lim,_,q+ g(7).
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EUCHRN OIVCRCOIENl  dokaz Dirihleove teoreme

Treba pokazati da vazi:

fOo) +f(xy)

lim S,,(x) = , Vx e (—m,m),
m—o0 2
a za x = £ dokaz je analogan.
Neka je dato x € (—m, ) i neka je
t —
g(t):f(x+ ) f(X+)7 ZE(O,TF].

: t
231n§

Posto je f deo po deo neprekidna funkcija, sledi da je i g deo po deo
neprekidna funkcija na (0, 7|. Treba pokazati da postoji lim,_,q+ g(7).

1) — 1
lim g(¢) = lim fletn) —flxy) .
—0+ t—0+ t 2 sin 5
——

—1

desni izvod u x: f7(x4)
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R CNERONORCIGIENE  dokaz Dirihleove teoreme

Treba pokazati da vazi:

lim S, (x) = flo) + 1)

m—00 2

, Vx e (—m,m),

a za x = £ dokaz je analogan.
Neka je dato x € (—m, ) i neka je

fe+0) —fxy)

: t
2sm§

g(t) =

, t€(0,n].

Posto je f deo po deo neprekidna funkcija, sledi da je i g deo po deo
neprekidna funkcija na (0, 7|. Treba pokazati da postoji lim,_,q+ g(7).

fatn —fe) 1

lim = lim — .
P 8(1) = 1—0+ t 2sin §
desni izvod u x: f7(x4) 1

Posto f € X/, sledi da lim,_, o+ M postoji, pa je g deo po deo
neprekidna na celom intervalu [0, 7r]

primenjena analiza (Novi Sad, Serbia) Dirihleova teorema 23 novembar 2009

16/22



EUCHRN OIVCRCOIENl  dokaz Dirihleove teoreme

g 1
1z jedne od lema sledi: lim g(t)sin (m + ) tdt = 0, odnosno:
t) - sin -sin (m+ 1) ¢
lim /f x+) (m+ /fx+ (mt3) ) o,
m—oo | 2 sin Z 2sin 5
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R CNERONORCIGIENE  dokaz Dirihleove teoreme

T 1
1z jedne od lema sledi: lim g(t)sin (m + ) tdt = 0, odnosno:
t
lim / flx+1) s1n(m+ / f(xg) - sin m+ ) sl —o
m—oo | T 2 sin 2 2 sin 2
1z jedne od lema sledi:
1 [ f(xg)-sin(m+1)r 1 (™ sin(m+ 1)t
/ f(-i-) .([ 2) dt:f(X+)‘/ Ltz)dt
T Jo 2sin 5 T Jo 2sin 5
L [" fxy)
= — D,,(t)dt =
fe)~ [ Datoyar =15,

pa je
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EUCHRN OIVCRCOIENl  dokaz Dirihleove teoreme

g 1
1z jedne od lema sledi: lim g(t)sin (m + ) tdt = 0, odnosno:
l
lim /f =t Sln(m+ /fx+ o m+ 2! dt| =0.
m—oo | 2 sin 2 2 sin 2

1z jedne od lema sledi:

1 [ f(xg) sin(m+ 1)t 1 /” sin(m + %)t
/ 2sin § dt = f(x+) T Jo  2sinf

:f@+ﬂ AﬂDMﬂdﬁ:f@+%

pa je

1
hm/ flx+1) s1n( +2)tdt—f(x+).

2s1n§ 2
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dokaz Dirihleove teoreme

Sli¢no, za t € [—m,0) definiSemo

foet+0)—fx)

L |
2sm§

g(t) =

9

pri ¢emu, u razmatranjima sada koristimo da f ima levi izvod u x i ponavljamo
prethodno izvodjenje na [—, 0].
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EUCHRN OIVCRCOIENl  dokaz Dirihleove teoreme

Sli¢no, za t € [—m,0) definiSemo

foet+0)—fx)

L |
231n§

g(t) =

9

pri ¢emu, u razmatranjima sada koristimo da f ima levi izvod u x i ponavljamo
prethodno izvodjenje na [—, 0]. Tako se dobija

0 . 1
tim fs. St Je)

m—00 T 2sin § 2

pa je, konacno,
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EUCHRN OIVCRCOIENl  dokaz Dirihleove teoreme

Sli¢no, za t € [—m,0) definiSemo

foet+0)—fx)

L |
231n§

g(t) =

9

pri ¢emu, u razmatranjima sada koristimo da f ima levi izvod u x i ponavljamo
prethodno izvodjenje na [—, 0]. Tako se dobija

~ 1
lim / f Sln(m+2)tdt:f(x—)

Mm—00 Tr 2sin % 2

pa je, konacno,

— lim [jr Of(x+t) £ di + — /fx+t ()dt]:f(“);f(x),

m—00

—Tr
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JECCHEROLVCRCIGIENN  zanimljive posledice
Neka je f(x) = x, x € [—m, 7]. Vazi

n+1

o)
2(— .
~ E — SInnx.
n=1

Na osnovu Dirihleove teoreme ovaj red konvergira ka x za svako x € (—m, )
a u krajnjim tackama intervala, x = £, on konvergira ka nuli.
U x = 7 dobija se

o .
2(—1)r! sin T smz—7r sm3—7r s1n4—”
Z sinns =2 2 2 2 2
2 1 2 3 4
n=1
1 1 1
=2|l—-=4+-=—=
35 7
odnosno:
4 35 7 77

primenjena analiza (N
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Tackasta konvergencija

U x = 7 dobija se

zanimljive posledice

primenjena

Dirihleova teorema
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JECCHEROLVCRCIGIENN  zanimljive posledice

Furijeov red funkcije f(x) = x2, x € [, 7], je dat sa

2 o0 n
4(—1
2~ 7T——i—zjucosnx.

I’l2
n=1

Na osnovu Dirihleove teoreme vazi

2 o n
4(~1
= % —|—Z(nz)cosnx, x € [—m, 7.

n=1

U tacki x = 0 vazi:

paje
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JECCHEROLVCRCIGIENN  zanimljive posledice

Sa druge strane, u tacki x = 7 dobija se

1 2
Yoo

n=1

Poslednja jednakost se moZe dobiti i iz (*), na sledeci nacin:

o0 o0
1 n+1 7.‘_2
=3 5=y E -5
n=1 n=1
. e
odakle je S = 12 —|— S odnosno, Z =5

primenjena analiza (N rbia Dirihleova teorema
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