1 Konvergencija Furijeovih redova

Furijeov red svake funkcije f € X (X je pred-Hilbertov prostor funkcija koje
su deo po deo neprekidne na [—m, 7] i za svako x € (—m, 7) postoji konac¢an
levi i desni limes) konvergira ka f u normi prostora X. Drugim rec¢ima, ako
su a, i b, Furijeovi koeficijenti funkcije f, tada

lim

m—00

Qo ik .
flz) — (5 + Z[an cosnx + by, sin nz| H

n=1

™

= lim
m—oo [

f(x) — <% + ;[an cosnz + by, sinnw]) dr = 0.

Ova konvergencija nije jednaka tackastoj. Ispitac¢emo uslove koji garan-
tuju vaznu osobinu tackaste konvergencije Furijeovog reda funkcije f ka f,
tj. uslove pod kojima vazi:

f(z) = % + ;[an cosnx + by, sin n]

za svako z € [—m,m|. Ova jednakost neée moéi da vazi za sve x € [—m, 7],
ve¢ samo u nekim ”dobrim tackama”.

1.1 Dirihleovi uslovi i tackasta konvergencija

Posmatraéemo podklasu klase X, X' :

feX <
1. feX
2. U svakoj tacki # € [—m, 7| postoje odgovarajucéi desni, odnosno levi
izvodi:
h) —
3 lim feth) = fes) Vo e [—m, )
h—0+ h

gde je f(xzy) = limg_ o+ f(z + &) desna grani¢na vrednost funkcije f u z.

i S =0 = f@)

i h Vo € (—m,




gde je f(z_) = limg_ o+ f(x—&) leva grani¢na vrednost funkcije f u . Dakle,
X' ={f € X|f ima odgovarajuce jednostrane izvode na[—m, 7|}

TEOREMA (Dirihleov dovoljan uslov): Neka je f € X'. Tada za Vx €
(—m, ) Furijeov red funkcije f konvergira ka vrednosti:

fle ) + f(zy)
5 ,

a u tackama x = +7 konvergira ka:

flr) + f(=my)
5 :

NAPOMENE:

1. Krajnje tacke x = £ realno nisu specijalan slucaj. Ako pretpostavimo
da je f definisana na celom skupu R i ako je 2m-periodicna, tada iz
neprekidnosti imamo f(7;) = f(—m4), pa prema tome imamo:

flr) + fGry) _ ) + f(=m)

2 2

Sliéna situacija je i sa krajnjom tackom x = —.

2. Ako je f neprekidna u tacki x, tada je f(z_) = f(xy), pa prema tome

Ho) 11s) _ piy

Dakle, Furijeov red funkcije f konvergira ka f(x) u ovoj tacki.

Sledi da ako je f neprekidna na intervalu [—7, 7] i vazi f(—7) = f(m), tada
Furijeov red funkcije f konvergira ka f(z) u svakoj tacki x € [—m, .
Dokaz Dirihleove teoreme. Dokaz je dugacak i komplikovan, zato
¢emo pre samog dokaza prvo izvesti niz pomoc¢nih tvrdjenja, koja
¢e se koristiti.

Mozemo pretpostaviti da se funkcije f € X’ periodi¢no produzuju
na &itav skup R, tj. f(z + 2kr) = f(x). Za svaki prirodan broj m,
S je m-ta parcijalna suma Furijeovog reda funkcije f:

Sp(z) = % + Z[an cosnx + by, sin nx|.
n=1
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PROPOZICIJA 1: Za zadato f € X’ vazi:

Sm(x):%/7r flx +1) %—FZCOS?ﬁ] dt

Dokaz:

Iz definicije koeficijenata a,, i b,, imamo:

m

Spm(z) = = + Z[an cos nx + by, sin n

n=1

I (17 1 [7
= — / f(s) ds—{—z [— / f(s)cosnsds - cosnx + — / f(s)sinnsds - sinnx
2 J_. — ) T ) _x

1 m
=+ Z [cos ns cos nx + sinns sin nx]] ds

:%/_ﬂ f(s) %+Zcosn(s—x)] ds.

Uvodjenjem smene t = s — x dobijamo:

S =1 [ se+)

—TT—X

1 m
3 + nzzl cos nt] dt.

Za svaku 27 periodi¢nu funkciju g i za bilo koji realan broj a vazi:

/_ : g(t) dt = /_ g(t) dt.

Prema tome dokazali smo da vazi:

Son(z) = %/_ﬂ Flz+1)

1 m
5+ ; cos nt] dt0



U sledecoj propoziciji ¢emo pokazati da se suma u uglastoj zagradi moze
zapisati pomocu sinusne funkcije.

PROPOZICIJA 2: Vm € N vazi:

1 1sin(m+%)t
- Ftcost+cos2t+---+cosmt = - —————.
2 2 sin 5t

Dokaz:

Leva strana jednakosti je definisana za Vt € R, a desna za t # 2krw, k € Z.
Moze se pokazati da je t = 2kn tacka otklonivog prekida funkcije:

sin (m + %) t
singt
Neka je t € R\{2kn}k € Z. Koristimo trigonometrijski identitet:
1
cosasin ff = 5 [sin(a + 3) — sin(a — )] .

Odavde sledi da je za svaki prirodan broj k i realno 7:

1 1 1 1
cos kt - sin 515 =5 {sin (k + 5) t — sin <k — 5) t} , k=1,....m

pa je:
1 (1
SinEt {§+Cost+cos2t+---+cosmt] =

—1'1t+1 '3t '1t+'5t '3t+ + si +1t i
= 281112 5 81112 sm2 sm2 sm2 sin | m 5 sin

1 1

= —gi —|t,teR
2sm(m—|—2) ,

Deljenjem obe strane sa sin %t propozicija je dokazanall

DEFINICIJA: Funkcije

+ Zcos kx, x € R\{2kn} za zadato m € N

k=1

Dy (z) =

N —

zovu se Dirihleovo jezgro (reda m).



Iz prethodne propozicije sledi da je:

1si 3
D, (z) = —w, x € R\{2k~n} za zadato m € N.

2 sin g
Tacke t = 2km, gde imenilac nestaje, su otklonjive tacke prekida.
PROPOZICIJA 3: ZaVm e N foﬂ Dy (x)dx = 5.

Dokaz:

K K 1
/ Dm(a:)dx:/ (§+cosa:+cos2x+"-+cosma:> dr =
0 0

1 s s s s
:—/ dx—l—/ cosa:d:v+/ costdx—l—---Jr/ cosmx dx =
2 0 0 0 0

™
: ™ : ™
ST tee SN I, = —.
g+ dnmaff =
=0 =0

| N

Dirihleovo jezgro u kompleksnom obliku:

eiz +€—ix
COS¥ = ————
2
1 — 1 — elkz + e*ikac 1 — ikx — 1 —ikx
§+Zcosk:c:§+z 5 :§+226 +Z§6
k=1 k=1 k=1 k=1
m(T) = = e
2 n=-—m



y=Dg(x)

AR '\\J v U/\vf\va .

Dirihleovo jezgro Dg

Sledec¢a propozicija je specijalan sluc¢aj Beselove nejednakosti.

PROPOZICIJA 4:(Beselova nejednakost): Neka je f € X i neka su
ag, an, by, n € N Furijeovi koeficijenti funkcije f. Tada vazi:

oo

2
0L 5™ (a4 ) < 512
n=1

PROPOZICIJA 5 (Riman - Lebegova lema): Ako je f € X i ako su
ag, an, by, n € N Furijeovi koeficijenti funkcije f tada vazi:

lim a, =01 lim b, = 0 tj.

lim f( Jeosnz dxr =01 lim f(z)sinnz dx = 0.

—T

Dokaz:

Posledica Beselove nejednakosti.
Naime, iz Beselove nejednakosti sledi konvergencija brojnog reda:

o0

|‘10|2 2 p 12
n=1




Odavde sledi da opsti ¢lan reda tezi nuli:

lim, oo (|an]? + |ba]?) = 0 < lim, o |a,]? =0 & lim, .ooa, =0
lim, .00 |bn]? =0& lim, oo b, =0

O

PROPOZICIJA 6: Za svaku deo po deo neprekidnu funkciju g(x) x € [0, 7]
vazi: i .
lim g(t)sin (m + 5) tdt=0.

0

m—00

Dokaz:

Definisimo dve funkcije

[ g(t)cost, 0<t<m, . [ g(t)sink, 0<t<m,
hl(t)_{ 0, m<it<o )= 0, —m<t<0.

Kako je g(z) deo po deo neprekidna na intervalu [0, 7] sledi da su obe funkcije
hy 1 he deo po deo neprekidne na [0, 7]. Sada je:

hi(t) ha(t)

—— ———
T 1 T t T 1
/ g(t) sin (m + —) tdt = / g(t) cos — sinmt dt +/ g(t)sin —t cos mt dt
0 2 0 2 0 2

S N J/

g g

bmza h1(t) amza ha(t)

—/ hl(t)sinmtdt—i-/ ho(t) cos mt dt.

—T —T

Iz Riman-Lebegove leme sledi:

T 1
lim a,,(h) =0, lim by,(h) =0= lim g(t)sin (m + 5) tdt =0.

m—00 m—00 m—0o0 0

O

Dokaz Dirihleove teoreme: Zelimo da dokaZemo da:

i (0 — F@) £ )

m—0o0 2

Vo e (—m,m)
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(za x = +m dokazuje se analogno, ta¢nije posmatranjem periodi¢nog produzenja
funkcije f).
Neka je z € (—m, ) fiksiran proizvoljan broj. Uvodimo pomo¢nu funkciju:

fle+t) = @)

st
281n§

g(t) = S (0>7T]

Dakle, ¢ je deo po deo neprekidna na intervalu (0, 7], posto je f deo po deo
neprekidna. Treba pokazati da lim, .o+ g(t) postoji.

flett)— fla) i

lim ¢(¢t) = lim

t—0+ =0+ t . 2sin £
'
ovo je desni izvod f-jefu x fjr (z) 1

Posto f € X', sledi da lim;_, ¢+ w postoji.
Zaklju¢ujemo da je g deo po deo neprekidna na celom intervalu [0, 7].

Iz Propozicije 6. znamo:

T 1
lim g(t)sin (m + 5) tdt =0,

m—00 0

odnosno:
lim / flztt) sm( +%>tdt—l/Wf(er)'Sir.l(T_l_%)tdt =0.
m—oo | T 2 sm 5 T Jo 2sin 5

Iz Propozicije 3. sledi:
1 /ﬂ f(xy)-sin (m+ )t Q= (o)) 1 /7r sin(m + 3)t o
T Jo 0

2sin% T

2
t) )t
= lim _/ fx+ ngm+2) dt:f(x+)
m—oo T 2sin 5 2
Sliéno za T € [—m,0) definisemo:
flx+1t)— flz_
gt = Hr 0= Fo)
sin



Koristimo da f ima levi izvod u xz_. Ponovimo prethodno izvodjenje na
[—7, 0] 1 dobi¢emo:

sm(m+ ) f(g;f)
lelglm;/ J 2sin £ dt = 2
Kona¢no:
W%LH;OS —nlgnoo;/ flxz+t)Dy,(t) dt =
angl;o{ /fa:+t )dt+;/0 f(z+1)Dy,(t) dt :f(x+);f(x‘>.

Sada znamo da ako funkcija zadovoljava pretpostavke Dirihleove teoreme,
tada Furijeov red te funkcije konvergira u svakoj tacki skupa R. Za neko
x € R red konvergira ka vrednosti funkcije f(z), ako je funkcija f neprekidna
u tacki x. U tackama prekida red konvergira ka najboljoj vrednosti koju
bismo mogli oc¢ekivati, odnosno ka srednjoj vrednosti jednostranih limesa
funkcije f u toj tacki.

1.2 Uniformna konvergencija

Pretpostavimo da je f € X' ineka susa {a,}5>,1{b,}32, oznaceni Furijeovi
koeficijenti za funkciju f. Na osnovu Dirihleove teoreme za svako x vazi:

flz)+ flzy)
: .

m—00

m
lim % + ;[an cosnx + b, sinnx]| =

Ovo je tackasta konvergencija. Sada ¢emo razmotriti uslove pod kojima Fu-
rijeov red funkcije f konvergira uniformno ka f. Pre toga ¢emo objasniti
razliku izmedju dva oblika konvergencije.

DEFINICIJA tackaste konvergencije: Neka je { f,, }5°_; niz funkcija defini-
sanih na intervalu [a, b] i neka je funkcija f definisana na [a,b]. Kazemo da
niz { fi, }oo_; konvergira tackasto ka funkciji f na intervalu [a, b] ako za svako
x iz intervala [a, b] vazi:

I fn(2) = £(2),

tj. za svako z iz intervala [a,b] i € > 0, postoji prirodan broj n(e,z) takav
da je :
[fin(z) — f2)] <€

9



za svako m > n(e, x).

DEFINICIJA uniformne konvergencije: Neka je {f,,}5°_; niz funkcija
definisanih na intervalu [a, b] i neka je funkcija f definisana na [a, b]. Kazemo
da niz {f,,}°°_; konvergira uniformno ka funkciji f na intervalu [a, b] ako za
svako € > 0, postoji prirodan broj n(e) takav da vazi:

|[fm(z) = fl2)] <
za svako m > n(e) i za svako x iz intervala [a, b].

Ove dve konvergencije izgledaju sli¢no, ali postoji znacajna razlika. Uni-
formna konvergencija je strozija od tackaste konvergencije. Ako niz funkcija
konvergira uniformno ka funkciji f, onda konvergira i tackasto ka toj funkciji.
Obrnuto ne mora da vazi. Ova dva pojma konvergencije opisuju dva ra-
zli¢ita nacina kojima se niz funkcija { f,,,}>°_; priblizava funkciji f. U slucaju
tackaste konvergencije, za svako x iz intervala [a,b] 1 svako ¢ > 0, postoji
odredjeno n(e, x) koje takodje zavisi od x. Moguce je da odredjeno n(e,x)
nije pogodno za ostale tacke x. Sa druge strane kod uniformne konvergencije
za svako € > 0 postoji broj n(e) koji je dobar za sve z iz intervala [a, b].
Posmatrajmo niz parcijalnih suma:

Sm(x) = % + Z la,, cosna + by, sin nx]

n=1

Furijeovog reda funkcije f. Ovo je kona¢na suma neprekidnih funkcija, prema
tome 5, je neprekidna funkcija za svako m € N. Dalje, znamo da je .S, 27-
periodi¢na funkcija, pa vazi Sy, (—7) = Spn(m) za svako m € N. Prema
tome, potreban uslov za uniformnu konvergenciju Furijeovog reda funkcije f
na intervalu [—m, 7| je da f mora biti neprekidna na [—7, 7] i mora da vazi

f(=m) = f(m).
TEOREMA (o uniformnoj konvergenciji: Ako je funkcija f neprekidna
na intervalu [—m, 7] i vazi f(—7n) = f(r) i ako je f' deo po deo

neprekidna, tj. f' € X, tada Furijeov red funkcije f konvergira
uniformno ka f na [—m, 7).

Skup funkcija koje ispunjavaju uslove prethodne teoreme oznacavace
se sa X'.

NAPOMENA': Ako je f' € X sledi da f € X'.

Dokaz:
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Neka f’ € X i neka je

f(x) ~ % - Z[an cosnx + (3, sinnz],
n=1

f(z) ~ % + Z[an cos nx + by, sin nx).

Odredimo sada vezu izmedju «,, B, i a,, b,.
1 1
=— [ f@)de=—(f(7) - f(-m))=0.
T ) . T

Ovde smo iskoristili ¢injenicu da je f(—m) = f(m).

Zan>1:

1 ™
a, = —/ f'(x) cosnx dx
™ —T

= l[f(:zt)cosmr;\ /f nsmnxd:c]

= / f(z)sinnx dx

G, = /f ) sinnz dx
= —[f(a:)smn:d” /f )n cos nz dx

T
= —na,

Qp = Nbp, B = —nay.

Za ovaj dokaz ¢emo koristiti Vajerstrasov kriterijum uniformne kon-
vergencije koji glasi:

Ako postoji brojni red Y >° | ¢,, ¢ > 0 koji konvergira i pri tome je za svako
n € N i svako x iz nekog intervala I |f,(x)| < ¢, onda funkcionalni red
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> o, fa(z) apsolutno i uniformno konvergira na I.

Znamo da vaze sledece nejednakosti:

|, cosnz| < |an] < \/|an]® + [ba]? i
b, sinnz| < by < A/ |an]> + |ba]* 0 € N.

Dokazimo sada konvergenciju reda S°°°  /|a,|” + [ba|*.

> VIl + 1ol = 324 |2 C“” Z \/|an|2+|ﬁn|2
n=1 n=1 n=1

Koristedi Kogi-Svarcovu nejednakost dobijamo:

- 1 2 2 - 1 - 2 2
n=1 n=1 n=1

Ranije smo dokazali da je Y " | 25 = Z paje /> 7 & = /%

Na osnovu Beselove nejednakosti dobijamo:

o

Y (el + 18 < 11 < oo,

n=1

paje i 00 Ly /lan|” +(8a> < oo, odnosno red $°°7, \/|an|? + |bs|* kon-
vergira.

Sada sledi da brojni redovi > > |a,| 1 > .~ |bs| konvergiraju, a iz Va-
jerstrasove teoreme sledi da ), a,cosnz i)y~ b,sinnz uniformno kon-
vergiraju, pa i Furijeov red funkcije f uniformno konvergira. Treba joS
pokazati da red konvergira bas ka funkciji f.

Iz f' € X sledi da f ispunjava uslove Dirihleove teoreme, pa imamo tackastu
konvergenciju ka f(z) u svakoj tacki x € [—m,7]. To znac¢i da konvergira
uniformno ka f na celom intervalu.O

NAPOMENa:
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Iz dokaza teoreme sledi da glatkost funkcije utice na brzinu kojom a, i b,
teze ka nuli. Dalje, iz dokaza sledi da ako su f, f'..., f*=Y neprekidne,
2r-periodiéne funkcije i ako f*) € X onda je:
lim n*a, =01 lim n*b, = 0.

TEOREMA: Neka je data funkcija f takva da f, f/ € X. Pretpostavimo
davazi —7m < dy < dy < --- < d, <m, gde su dy,ds,...,d, tacke prekida
funkcije f na intervalu [—m, 7). Ako je [a,b] podinterval od [—7, 7] koji ne
sadrzi ni jednu tacku prekida dg, tada Furijeov red funkcije f konvergira
uniformno ka f na [a, b].

2 Parsevalova jednakost

U dosadasnjem izlaganju je predjen put od apstraktnih Hilbertovih prostora
u kojima su definisani Furijeovi redovi do konktretne realizacije trigonometri-
jskih redova Furijea u prostoru X. U ovoj sekciji pokazujemo da je ortonormi-
rani sistem trigonometrijskih funkcija potpun, ¢ime ¢e se zaokruziti konkretna
realizacija apstraktne teorije primenjena na prostor X. Kljuénu ulogu u
dokazu potpunosti igra Parsevalova jednakost.

Podsetimo se, ortonormiran sistem vektora {e)} e je potpun ako iz
(z,ex) =0zasva A € Asledi z = 0.

PROPOZICIJA Ako za ortonormiran sistem vektora {ey }ren vazi y o, [(z,ex)|? =
|z]|? onda je taj sistem potpun.

DOKAZ Neka vazi (z,e;) = 0, odnosno |(z,e;)|> = 0, za sve k € N.
Tada je ¢, ;==Y p_, |(x,ex)|* = 0, pa je

|z]>=lim ¢, =0 =|lz||=0 =ax=0.
n—oo

Jednakost iz prethodne propozicije se naziva Parsevalova jednakost. POtre-
ban i dovoljan uslov da ona vazi je

lim ||z — S,/ =0,
gde je S, projekcija vektora z na potprostor span{es,...,en}.

DOKAZ U dokazu se koriste ¢injenice: (z — Sy, Sp) = 0, za svako
dato m € N, a to je posledica teoreme o reprezentaciji, kao i ||S,.[|*> =
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oy |(z,e)|?, sto vazi jer je sistem {ey,. .., e, } ortornormiran. Na osnovu
ovih ¢injenica sledi

12[1* = llz = S + Sull® = llz = Sall® + 1S

odakle je ||z — Siu||* = ||z]|* — IS, pa je navedeni potreban i dovoljan
uslov oc¢igledno ispunjen.

Dakle, za dokaz potpunosti trigonometrijskog sistema dovoljno je dokazati
slede¢u teoremu.
TEOREMA 1 (Parsevalova jednakost): Za svaku f € X vazi jednakost:

o[ @ = 5 S (o + ) (@

T
- n=1

gde su a, i b, Furijeovi koeficijenti od f.

Da bismo pokazali Parsevalovu jednakost dovoljno je da dokazemo da (a)
vazi za sve funkcije f koje zadovoljavaju uslove uniformne konvergencije. U
drugoj fazi dokaza pokaza¢emo da je moguce aproksimirati svaku f € X iiz
toga sledi rezultat:

lim * /ﬂ F(2) — S ()2 dz = 0 (b)

m—oo T J_

Pre dokazivanja Parsevalove jednakosti dokaza¢emo par pomoé¢nih tvrd-
jenja.

Tvrdjenje 1: Ako je f neprekidna na intervalu [—m, 7], f(—7) = f(7) i
/' € X tada:
lim |[f —S,) =0

gde je S, m-ta parcijalna sumacija za Furijeov red od f.
Dokaz:

Furijeov red od f uniformno konvergira u f na intervalu [—7,7]. Stoga
za svako dato € > 0 postoji N(e) tako da za svako x € [—m, 7] i za svako
m > N(e) vazi:

|f(x) = Sl <€
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Odatle za svako m > N (e):

1 s
If = Sall? = ;/ (@) = Sl dz < 257

—Tr

tj. lim [|f = S| =00

Tvrdjenje 2: Neka je f € E'ie > 0. Postoji funkcija g koja je neprekidna
na intervalu [—m, 7], g(—7m) =g(n), ¢ € Ei||f —g| <e.

Dokaz teoreme 1 (Parsevalova jednakost): Neka je f € F'ie > (0. Prema
Turdjenju 2 postoji funkcija g koja zadovoljava uslove Twvrdjenja 2 tako da:

If =gl <e.
Odatle postoji N(e) takvo da za svako m > N(¢e) vazi:
||.g - Tm” <

gde je T,, m-ta parcijalna sumacija za Furijeov red od ¢g. Prema tome za
m > N(e) imamo:

If = Tull < If =gl + lg = Tl < 22
Prema teoremi o projekciji tacke na vektorski potprostor sledi

gde je S,, m-ta parcijalna sumacija za Furijeov red od f. Prema tome za
svako m > N(e), || f — Sml|| < 2, i odavde sledi:

lim [|f — Syl = 00

Tvrdjenje 3 (Uopstena Parsevalova jednakost): Za svako f,g € E vazi:

L 1)o@ do = “2 S (0 + o)

T



gde su:
flz) ~ % + Z[an cos nx + by, sin nz|
n=1

g(x) ~ 02—0 + nz:l[cn cos nx + d, sin nz]

Tvrdjenje se dokazuje na slican na¢in kao i Teorema 1. Ako uzmemo da je
f =g u ovom tvrdjenju dobijamo Parsevalovu jednakost.O

Zavrsavamo ovu sekciju pokazujuci posledice Parsevalove jednakosti. Pokazu-
jemo da ako dve funkcije v X imaju jednake Furijeove redove, onda su one
u biti jednake. Ako su ove dve funkcije u X' tada je ova tvrdnja direktna
posledica Dirihleove teoreme. U odnosu na funkcije koje samo pripadaju u
X, potrebna nam je Parsevalova jednakost da pokazZemo ovu tvrdnju.
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Tvrdjenje 4 (Jedinstvenost Furijeovog reda): Ako su f,g € X i ako su
Furijeovi redovi od f i g jednaki, tada je f(x) = g(x) osim u kona¢nom broju
tacaka.

Dokaz: Koeficijenti Furijeovog reda f — ¢ € E su svi jednaki nuli. Iz Parse-
valove jednakosti imamo:

[f—gll=0

Iz svojstva norme u posmatranom prostoru sledi da f = g osim u konacnom
broju tacaka. O
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