1 Trigonometrijski redovi Furijea za funkcije
sa periodom 27

Izracunavanje pomocnih integrala.
Posmatrajmo sledece integrale:

[T cosnxdz,
—Tr

7. n-ceo pozitivan broj;
J7_sinnadzr,

™
J7_cosmacos nadr,
™ . . . o . . . .
f_ﬂ sinmaxsinnzdx, » m,n - celi pozitivni brojevi.
™ . .
J7_sinmasin nade,

Vazi:
s B _sinnnx 7_r7r =0 (TZ 7& O),
(1) /_7r cos nrdx = { W —2r (n=0):
e — | T =0 (0 £0),
(2) /_ﬂsmnmdm = { 07 =0 (n=0):
(3) / cos mxcos nxdr
_ 1/ L [" 0 (m#n),
_2/_Wcos(m n)xdx+2/_7rcos(m+n)xdx—{7r (m = n):
(4) / sin masin nxdz
1 [ 1 [
= §/ﬂcos(m—n)xdx— §/ﬂcos(m—|—n)xdx = { 7(3 gzig:

/ sin mxcos nxdr = 3 / sin (m — n)zxdx + 3 / sin (m + n)xdxr = 0,

—T —T —T

pri ¢emu je pri izvodjenju formula (3) i (4) iskoris¢ena formula (1), a pri
izvodjenju (5) iskoris¢ena je formula (2).
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Definicija 1 Neka je f(x) funkcija s periodom 27, koja na intervalu
[—m, 7] ima konacan broj tacaka prekida prve vrste. Trigonometrijski red
Furijea te funkcije je dat sa

+o0
a
EO + ; (a,, cosnz + by, sinnz),

pri cemu su koeficijenti definisani slede¢om formulom

a = - [° f(x)dz,
(7) an = = [" f(z)cosnzdx (n=1,2,3..),

by = = [ f(z)sinnzdz (n=1,2,3..).
Koristic¢e se zapis
+oo
(8) flz) ~ % + ; (an cosnx + b, sin nx),

pri cemu ¢e se trigonometrijski red Furijea zvati skra¢eno Furijeov red.

Primedba Umesto funkcija s periodom 27 mozemo posmatrati funkcije
definisane samo na intervalu [—m, 7| i koje zadovoljavaju uslov definicije.
Definicija Furijeovog reda za takvu funkciju ¢e biti ista.

1.1 Furijeovi redovi za funkcije sa proizvoljnim peri-
odom

Neka je f(z) funkcija s proizvoljnim periodom 2. Pretpostavljajuéi da je
x = at, dobijamo funkciju f(at) s periodom 2l/a. Izaberimo a tako da
2l/a = 2w tj. a = /7. Tada ée nas smena z = [t/ dovesti do funkcije
f(lt/m) s periodom 2.

Ukoliko se f moze razviti u konvergentan red, dobija se

9) f(a:):%—iri;(ancos#—%bnsin#),
gde su:
a = [ fl)dr
(10) a, = Y[ f@)cos™dr (n=1,2,3.);
b, = %filf(:c) sin 2dx (n=1,2,3...).

Red (9) s koeficijentima odredjenim formulama (10), naziva se Furijeov red
za funkciju f(z) s periodom 21.



1.2 Razvoj u red kosinusnih funkcija zadatih na inter-
valu [0, ]

Ukoliko je na intervalu [0, /] definisana neka funkcija tada ona moze biti (na
jedinstven nacin) produzena na celu brojevnu osu tako da se dobija parna
funkcija s periodom 2I.

Odavde i iz teoreme o uniformnoj konvergenciji, primenjene na parne
periodi¢ne funkcije, sledi da, ukoliko f(z) ima na [0,!] konacan broj tacaka
prekida i ukoliko je apsolutno integrabilna na tom intervalu, tada ¢e unutar
tog intervala u tackama diferencijabilnosti imati razvoj u red kosinusa:

T o P
(13) flz) = 5 —|—;ancos T
gde je:
2 [ 2 [
(14) aozj/o f(x)dx; anzz/o f(x)cosnlﬂd:v (n=1,2,3...).

1.3 Razvoj u red sinusnih funkcija zadatih na intervalu
[0, 1]

Ukoliko je na intervalu [0, /] definisana neka funkcija tada ona moze biti (na
jedinstven na¢in) produzena na celu brojevnu osu tako da se dobija neparna
funkcija s periodom 2I.

Odavde sledi da, ukoliko f(z) ima na [0, ] konac¢an broj tacaka prekida i
ukoliko je apsolutno integrabilna na tom intervalu, tada ¢e unutar tog inter-
vala u tackama diferencijabilnosti imati razvoj u red sinusa:

= nm
15 = b,, sin ——,
(15) @) =3 tusin ]
gde je:
2 [ . nmw
(16) bn:? f(a:)sdex (n=1,2,3...).
0



1.4 Primeri Furijeovih redova

Primer 1: Napisati funkciju f(z) = sinz, 0 < x < 7, kao Furijeov kosinusni
red.

Resenje:

Grafik funkcije je dat na slici ispod:

-10 -7.5 -5

Furijeov red koji sadrzi samo kosinusne izraze se dobija samo ako je
funkcija parna. Stoga razvijamo u red periodi¢no produzenje funkcije sin x:

S obzirom da je funkcija parna, sledi da je b, = 0, a izracunavanjem
dobijamo da su koeficijenti a,, sledeceg oblika:
—2(1 + cosnm)
ay, =
m(n? —1)

ako je n # 1. Tada:

2 2N (14 cosnm)

f(x)w%—; Ty cosnmy
Za:
f=2/Pi—2/Pix Z (14 Cos[n * Pi])/((n*n) — 1)) * Cos[n * t];



Plot|Evaluate[f], {t,—4 * Pi,4 x Pi}, PlotStyle — { RGBColor|0,0,0]},
PlotPoints — 10000, Plot Range — {{—10,10}{—0.1,1.1}};

programski paket Matematika za razlicite vrednosti m daje:

m=2:
m=2>5
m = 20




m = 100 :

Restrikcija razvoja na [0, ] daje trazeni razvoj.
Primer 2: Neka je f(z) = x na intervalu [—m, w|. Treba odrediti Furijeov
red funkcije f.

Resenje: Grafik funkcije je dat na slici ispod:

4

Racunamo koeficijente Furijeovog trigonometrijskog reda ag, a,, i b,,n >

1 ™
aoz—/ xdx =0
s

—T

1 ™
an, = —/ xcosnxdr =0

™

—Tr
Ovo smo mogli da zaklju¢imo i na osnovu neparnosti funkcija x i x cosnx na
intervalu [—m, 7].

Sada ¢emo izracunati koeficijente b,,n > 1:

1 [7 2(—1)"+!
bn:—/ msinnxdmzL

T ) . n



Tada se Furijeov red funkcije f(x) = x moze zapisati ovako:

o 2(_1)n+1 ‘
€Xr ~ ; T SN nx

Za:
f= 2(2 x (=1)""1 Sin[n * 2]) /n;

Plot|Evaluate|f],{x, —Pi, Pi}, PlotStyle — { RGBColor[1,0,0]},
PlotPoints — 10000, PlotRange — {{—4,4}{—4,4}}];

programski paket Matematika za razlicite vrednosti m daje:

m=2:
2 /\
- 1 0 = \‘\
—\i =2 ;}/ B 1 2 3
\\-.,// -z
m = 10
3 A
2 ="
1 fj
-t
- P
3 -2 -1 1 2 3
i
=
3
m = 100 :
3 .
2 /‘/
1 J_f'/




Na ovom primeru mozemo videti da je Furijeov red u krajnjim tackama
intervala[—m, 7] jednak nuli,a da unutar intervala konvergira ka z.

Primer 3: Neka je f(z) = |z| na intervalu [—m,7w]. Treba odrediti
Furijeov red funkcije f.

Resenje: Grafik funkcije je dat na slici ispod:

Racunamo koeficijente Furijevog trigonometrijskog reda aq, a,, i b,,n > 1.

1 ™
ap = —/ |z|de =7
™ —T

1 [ _4/mn?
ag = —/ |z| cos nxdr = { 4/mn”, n paran
m

0, n neparan

—Tr

Znamo da je b, = 0 jer je funkcija parna pa nema potrebe proveravati.
Furijeov red je:

T 4
~ENT T os(2k— 1
|| 5 ; Ty cos( )

Za:

Pi + 4
f_7_;Pi*@*k—1)2008[(2*k_1)*$]’

Plot|Evaluate[f],{x,—2 * Pi,2 * Pi}, PlotStyle — {RGBColor[1,0,0]},
PlotPoints — 10000, PlotRange — {{—5,5}{—0.5,4}}];

programski paket Matematika za razlicite vrednosti m daje:
m=2:



>4 k\\ i /’ N
N\ 1 ;'/
\J/

-4 -2 2 4

Primer 4: Neka je f(x) = sgn(z),z € [—m, w]. To znaéi da:

1, O<ax<m
flz)y=¢ 0, =0
-1, —7<x<0

Resenje:
Grafik funkcije je dat na slici ispod:

Ocigledno da je funkcija neparna $to znaci da je a, = 0. Izracunavamo ko-
eficijente b, :

1 s
by = —/ sgn(z) sinnxdx = { 4/mn, n paran
T

0, n neparan

—T
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I tada je Furijeov red ove funkcije:

o0

4
flw) ~ £ 72k — 1)

sin(2k — 1)z

Za:

f=> @A*xSin[(2xk—1)xx])/((2%k—1)* Pi);
k=1

Plot|Evaluate[f],{x, —Pi, Pi}, PlotStyle — { RGBColor[1,0,0]},
PlotPoints — 10000, Plot Range — {{—5,5}{—2,2}}];

programski paket Matematika za razlicite vrednosti m daje:
m=2:

m = 100 :

-0.5 F

Toef|
£

-1.5 |
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Primer 5: Neka je f(r) = 22 na intervalu x € [—n, 7]. ReSenje:
Grafik funkcije je dat na slici ispod:

=4

-1L

Funkcija je parna pa je b, = 0 za sve n. Za izracunavanje koeficijenata a,
koristimo integraciju ¢lan po ¢lan:

1 [7 4(—=1)"
an:—/ 22 cosnadr = (=1)

™

—Tr

Racunamo slobodan ¢lan ag:

Odatle dobijamo Furijeov red:

2 o0 n
2 T 4(-1)
x Ng—l—nz:l oy cosnx
Za: .
f=Pi#[3+Y (4% (=1)"Cos[n = z])/(n?);
n=1
Plot|Evaluate[f], {x,—4 * Pi,4 x Pi}, PlotStyle — {RGBColor|0,0,1]},
PlotPoints — 10000, Plot Range — {{—10,10}{—1,9}}];

programski paket Matematika za razlicite vrednosti m daje:
m=2:
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m = 100 :
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2.5 7.5 10
2.5 7.5 10
2.5 7.5 10



