11.KRATAK PREGLED MONOGRAFIJE

“ULTRAMODULATION SPACES AND PSEUDODIFFERENTIAL OPERATORS”

Teorijske osnove rezultata izlo`enih u monografiji pripadaju oblastima funkcionalne analize. Sa druge strane, dobijeni rezultati motivisani su

primenama u harmonijskoj i Gaborovoj analizi kao i teoriji pseudodiferencijalnih operatora.  

U uvodu je izlo`ena motivacija za istra`ivanja sprovedena tokom rada na monografiji.

Osnovni izvor za dobijene rezultate su radovi S. Pilipovi}a i H. Komacua iz teorije ultradistribucija, H. G. Fajhtingera iz vremensko frekventne analize i modulacionih prostora i K. Ta}izave o pseudodiferencijalnim operatorima na modulacionim prostorima. Modulacioni prostori se uvode po analogiji sa prostorima Besova. U definiciji modulacionih prostora zna~ajnu ulogu igraju operacije translacije i modulacije, dok se kod prostora Besova posmatra delovanje translacije i dilatacije na takozvanim atomima, funkcijama pomo}u kojih se navedeni prostori defini{u. U drugoj polovini devete decenije dvadesetog veka u radovima H. G. Fajhtingera i K. Groheniha, pokazano je da se navedeni prostori mogu definisati kori{}enjem teorije reprezentacije lokalno kompaktnih grupa.

Reprezentacija neke grupe  na kompleksnom vektorskom prostoru je

Homomorfizam izme+u te grupe i grupe invertibilnih linearnih transformacija na tom vektorskom prostoru. Prvi nau~ni radovi koji su povezivali delovanje grupe sa invertibilnim matricama odre+enih dimenzija nastali su na prelazu devetnaestog u dvadeseti vek. Navednom problematikom su se bavili Dedekind, Frobenijus, Bernsajd, [ur….  Zna^ajnu ulogu u razvoju teorije odigrala je E. Neter  koja je predlo`ila da se, umesto invertibilnih matrica, okoje odgovaraju kona~nodimenzionalnim prostorima, posmatraju linearne transformacije nekog beskona~nodimenzionalnog vektorskog prostora. Tridesetih godina dvadesetog veka teorija kvantne mehanike je  dala sna`an impuls prou~avanju lokalno kompaktnih grupa. Na primer, teorija reprezentacija Hajzenbergove grupe prou~avana je u radovima Hajzenberga, Vajla, Stouna i fon Nojmana. Da bi se izvr{ila harmonijska analiza nekog Hilbertovog prostora posmatraju se beskona~no dimenzionalne unitarne transformacije homomorfne odgovaraju}oj lokalno kompaktnoj grupi (videti, na primer, monografije Rajtera, Pontrjagina, Najmarka, Krilova, Makeja, Folanda, navedene u bibliografiji). Pomenimo, u tom kontekstu, radove A. Grosmana sa saradnicima,  s po^etka devete decenije dvadesetog veka. U njima je analizirana kvadrat integrabilna reprezentacija lokalno kompaktnih grupa. Posebno, odgovaraju}a reprezentacija afine grupe, data  u radu publikovanom 1984. godine, je odigrala pionirsku ulogu u razvoju teorije malih talasa, veoma zna^ajne grane harmonijske analize (videti monografije Dob[i, Mejera, Malaa, Koena, navedene u bibliografiji).

Koriste}i odredjene nesvodljive reprezentacije nekih lokalno kompaktnih grupa mogu}e je izvr{iti elegantnu analizu Banahovih prostora koji se

prou~avaju. U tehni^kom izve{taju "Modulation Spaces on Locally

Compact Abelian Groups" iz 1983. godine, austrijski matemati^ar H.

G.  Fajhtinger je uveo klasu Banahovih prostora koje je nazvao

modulacionim prostorima i koji su kasnije prou^avani u radovima Tribela, Grobnera, Groheniha, Hejla, Labatea, Pilipovi}a i Teofanova, Oko+oua, Fornasijera i Tofta. Modulacioni prostori su poseban slu^aj koorbitnih prostora izu^avanih u klasi^nim radovima Fajhtingera i Groheniha publikovanim krajem devete decenije dvadesetog veka. Navedeni autori su, koriste}i teoriju reprezentacije grupa, dobili duboke rezultate funkcionalne analize jer su svojom teorijom obuvatili niz klasi^nih prostora funkcija i distribucija. Dobijena je, na primer, atomska dekompozicija tih prostora. Sli^ne rezultate je, koriste}i tehnike harmonijske analize i teorije malih talasa, sistematski izlo`io I. Mejer u monografiji “Wavelets and Operators” objavljenoj 1992. godine. U monografiji K. Groheniha, “Foundations of Time Frequency Analysis”, objavljenoj 2001. godine

navedeno je i pokazano da modulacioni prostori predstavljaju najpogodniji okvir za ispitivanje fenomena vremensko frekventne analize.

Prvi deo monografije posve}en je prete`no analizi i sintezi modulacionih prostora, te mo`emo re}i da rezultati prvog dela monografije pripadaju oblasti funkcionalne analize.

U drugom delu monografije, koji pripada teoriji operatora, prou~avaju se pseudodiferencijalni operatori na ultramodulacionim prostorima.

U pripremnom delu monografije, koji obuhvata dve glave, dat je kratak pregled osnovnih pojmova i oznaka koje }e se koristiti u daljem  radu. Posebna pa`nja posve}ena je osnovnim pojmovima teorije reprezentacije grupa. Navedena je, zatim, konstrukcija Vilsonove baze ~iji elementi eksponencijalno opadaju u faznom prostoru. Vilsonove baze su konstruisane u radu Dob{i, @urne i  D`afara, objavljenom 1992. godine, u `elji da se prevazi+e ograni~enje koje na elemente Gaborovih sistema name}e poznata Balian-Lou teorema.  Detaljnija analiza Vilsonovih baza sa primenama, konstrukcija biortogonalnih Vilsonovih baza i Vilsonovih baza na intervalu data je u radovima Bitnera. U monografiji se dalje navode osnovni pojmovi op{te teorije koorbitnih prostora i osnovne osobine koorbitnih prostora. Kao {to je ve} re~eno, op{ta teorija koorbitnih prostora se zasniva na teoriji reprezentacija lokalno kompaktnih grupa, {to je od posebnog zna~aja pri dokazivanju teoreme o analizi i sintezi koorbitnih prostora. 

Teorija distribucija je osnova za razumevanje i re{avanje problema koji se modeliraju linearnim parcijalnim diferencijalnim jedna~inama, a

teorije ultradistribucija predstavljaju dalja uop{tenja "klasi~nih" prostora distribucija. U radovima Bjorlinga, Rumijea, Bjorka i Komacua, te ]ioranesku i @ido, izlo`eni su razli~iti pristupi re~enim uop{tenjima. Ultradistribucije su okvir za prou~avanje evolucionih jedna~ina i imaju primenu u teoriji kvantnih polja i mikrolokalnoj analizi. Posebno, prostori temperiranih ultradistribucija kao uop{tenje prostora temperiranih distribucija su prou~avani u radovim Grudzinskog, Pilipovi}a, Komacua. Prostori temperiranih ultradistribucija o~uvavaju sve dobre osobine prostora temperiranih distribucija, kao na primer invarijantnost u odnosu na Furijeovu transformaciju. U monografiji je prou}avana klasa temperiranih ultradistribucija Bjorlingovog tipa. U poglavlju o ultradistribucijama, ukratko se navode osnovne osobine prostora ultradistribucija, a zatim sledi karakterizacija prostora test funkcija za prostor temperiranih ultradistribucija Bjorlingovog tipa. To je prvi originalni rezultat monografije, a karakterizacija je data u duhu vremensko frekventne analize: koriste}i istovremeno prou~avanje globalnih osobina posmatranog objekta, odre+ene ultradistribucije, i njene Furijeove transformacije daje se potreban i dovoljan uslov da ta ultradistribucija bude element odre+ene klase prostora.

U slede}oj glavi uvode se ultramodulacioni prostori kao posebna klasa modulacionih prostora koje je po~etkom devete decenije pro{log veka uveo

H. G. Fajhtinger.  

U najve}em broju primena modulacioni prostori se defini{u preko

te@ina polinomnog rasta. Tako su, na primer, Fajhtinger, Grohenih i Volnat

izvr{ili analizu prostora temperiranih distribucija. U okviru modulacionih prostora definisanih te@inama polinomnog rasta nije mogu}e analizirati prostore funkcija ili distribucija koje u faznom prostoru imaju rast ve}i od polinomnog, kao {to su, na primer, prostori ultradistribucija. Zbog toga se, u ovoj monografiji, uvode ultramodulacioni prostori. Posebno se komentari{u razli~ite definicije modulacionih prostora i njihov me+usobni odnos.

Zna~ajnu ulogu u definisanju modulacionih prostora imaju te`inske funkcije, a upotreba te`inskih funkcija skoro eksponencijalnog rasta u definiciji modulacionih prostora dovodi nas do ultramodulacionih prostora.

Originalni rezultati u kojima se navode osobine ultramodulacionih prostora,

zasnovani su na poznatim osobinama modulacionih prostora. Naime, pokazano je da se rezultati op{te teorije koorbitnih prostora mogu primeniti i na ultramodulacione prostore. Na taj na^in je dobijena atomska dekompozicija ultramodulacionih prostora. Analiza i sinteza ultramodulacionih prostora dobijena je primenom Vilsonovih baza, ~iji elementi predstavljaju “atome” re~ene atomske dekompozicije. Vilsonove baze su specifi~ne ortonormirane baze prostora kvadrat integrabilnih funkcija. U radu iz 1992. godine, Fajhtinger, Grohenih i Volnat su, koriste}i teoriju reprezentacija grupa, pokazali da su Vilsonove baze bezuslovne baze

modulacionih prostora. Kao posledica dobijena je karakterizacija prostora brzo opadaju}ih funkcija i njegovog duala, prostora temperiranih distribucija. U monografiji je pokazano da eksponencijalno opadanje elemenata Vilsonove baze omogu}ava dekompoziciju prostora temperiranih ultradistribucija.  Naime, pokazuje se da je posmatrani prostor temperiranih ultradistribucija projektivna granica niza ultramodulacionih prostora, a na osnovu atomske dekompozicije ultramodulacionih prostora data je nova karakterizacija posmatranog prostora temperiranih ultradistribucija Bjorlingovog tipa, {to je najzna~ajniji rezultat prvog dela monografije. 

Osnovna ideja  koja le`i u pozadini dobijenih rezultata je ~injenica da eksponencijalno opadanje “atoma” mo`e efikasno da se iskoristi i za prou~avanje onih objekata koji imaju skoro eksponencijalni rast u faznom prostoru.

Teorija pseudodiferencijalnih operatora se razvila sredinom sedme decenije dvadesetog veka iz teorije singularnih integralnih operatora i teorije elipti~nih diferencijalnih jedna~ina. Pseudodiferencijalni operatori predstavljaju uop{tenje diferencijalnih operatora i ~ine minimalnu algebru u kojoj elipti}ni operatori imaju inverzni operator do na glatki operator. 

Drugi deo monografije posve}en je analizi pseudodiferencijalnih operatora. Detaljniji uvid u teoriju i primene pseudodiferencijalnih operatora ~italac mo`e ste}i koriste}i monografije Jegorova, Petersona, [ubina, Treva, Vonga, Unterbergera, koje su navedene u bibliografiji. Napomenimo da je sa teorijom pseudodiferencijalnih operatora u bliskoj vezi teorija Furijeovih integralnih operatora, koja tako+e predstavlja mo}no oru`je matemati~ke analize.

Svakom pseudodiferencijalnom operatoru se na odre}eni na~in pridru`uje funkcija koju zovemo simbolom tog operatora. U primenama se koriste razli~iti na~ini da se nekom operatoru pridru`i odgovaraju}i simbol, kao i ralne klase simbola, prilago+ene prirodi posmatranih problema.  Od posebnog interesa, pre svega zbog primena u kvantnoj mehanici, su operatori koji se defini{u kao Vajlove transformacije svojih simbola. U tom slu~aju, odgovaraju}e simbole zovemo Vajlovim simbolima posmatranih operatora. U monografiji su, kao primer i motivacija, navedene klasi~ne klase simbola, poznatije kao Hermanderove klase simbola. Posebno, navedena je definicija prostora Soboljeva pomo}u pseudodiferencijalnih operatora i rezultat o ogran~enosti operatora ~iji Vajlovi simboli pripadaju Hermanderovoj klasi na prostorima Soboljeva. Ovaj klasi~ni rezultat je na prirodan na~in uop{ten u monografiji, pri ~emu je dobijena  ograni~enost odgovaraju}e klase operatora na ultramodulacionim prostorima. Navedeno uop{tenje je netrivijalno i  zasniva se na upotrebi ultradiferencijalnih operatora.

U radovima Groheniha i Hajla, te Labatea i Tofta,  prou}avani su pseudodiferencijalni operatori  ~iji Vajlovi simboli pripadaju modulacionim prostorima. Posebno, izvr{ena je spektralana analiza posmatrane klase operatora. U tom smislu dati su uslovi pod kojim posmatrani operatori pripadaju odgovaraju}im [atenovim klasama operatora, kao na primer, trag klasi ili klasi kompaktnih operatora. Simboli prou}avani u pomenutim radovima ne moraju biti glatke funkcije, pa je tako, u radu Groheniha i Hajla, objavljenom 1999. godine (videti bibliografiju), dobijeno uop{tenje poznate teoreme Kalderona i Vaijankura o ograni~enosti pseudodiferencijalnih operatora nad prostorom kvadrat integrabilnih funkcija.  Osobine nekih klasa  pseudodiferencijalnih operatora na modulacionim prostorima, ~iji su simboli  glatke funkcije, prou~avane su u radovima K. Ta}izave, Caje i Re`otnika. Ti radovi predstavljaju osnovu za istra`ivanje sprovedeno u drugom delu monografije. 

Originalni rezultati drugog dela monografije odnose se na osobine nekih klasa pseudodiferencijalnih operatora na ultramodulacionim prostorima. Posebna pa`nja je posve}ena upore+ivanju klase simbola uvedene u monografiji, sa klasama simbola koje su posmatrali drugi autori, pomenimo samo Zangirati i Kapiela. Podsetimo se,  Hermanderove klase simbola defini{u se odgovaraju}om polinomnom ograni~eno{}u svih izvoda  posmatranog simbola. Simboli posmatrani u ovoj mongrafiji mogu, zajedno sa svojim izvodima imati odgovraju}i skoro eksponencijalni rast, pa, posledi~no, njihovi Vajlovi operatori mogu biti operatori parcijalnog diferenciranja beskona~nog reda.  U monografiji su navedeni konkretni primeri funkcija  koje pripadaju posmatranim klasama. Navedeni su i rezultati Ta}izave, koji se u ovoj monografiji uop{tavaju. U svojim dokazima, Ta}izava je, izmedju ostalog, koristio osobine operatora parcijalnog diferenciranja kona~nog reda. S obzirom da se ultramodulacioni prostori defini{u pomo}u te`ina koje mogu imati skoro eksponencijalni rast u faznom prostoru, pri dokazivanju odgovaraju}ih teorema moraju se koristiti ultradiferencijalni operatori, koji uop{tavaju diferencijalne operatore kona~nog reda, {to ~ini su{tinsku razliku izmedju  dokaza u monografiji i dokaza koje daje Ta}izava. 

Posebna pa`nja je posve}ena klasi elipti~nih pseudodiferencijalnih operatora koji ~ine potklasu ranije uvedene klase operatora. U odre+enom smislu, a to je u monografiji precizirano, simbol se mo`e posmatrati kao te`inska funkcija iz definicije ultramodulacionog prostora, {to je ~injenica od velikog zna~aja u istra`ivanjima. Pokazano je da se posmatrana klasa elipti~nih operatora mo`e skoro dijagonalizovati pomo}u Vilsonovih baza. Posledica dobijene dijagonalizacije je ograni~enost te klase operatora na ultramodulacionim prostorima. Pored navedenih rezultata, dokazana je i teorema o spektralnoj asimptotici pormatrane klase elipti~nih pseudodiferencijalnih operatora. Preciznije, uz odre+eni uslov pona{anja Vajlovog simbola u beskona~nosti, posmatrani operator je su{tinski samoadjungovan i ima diskretni spektar. Na samom kraju, pokazano je da se rezultati analogni dobijenim rezultatima mogu dokazati kori{}enjem Gaborovih okvira ili lokalnih trigonometrijskih baza umesto Vilsonovih baza. Napomenimo da Gaborovi okviri predstavljaju plodno tle za istra`ivanja u harmonijskoj analizi i primenama. Za razliku od ortogonalnih sistema, elementi Gaborovih okvira ne moraju bili linearno nezavisni. Time se dobija fleksibilnost konstrukcije i algoritama za implementaciju u primenama.

Navedimo naposletku i nekoliko komentara u vezi sa mogu}im pravcima  daljih istra`ivanja.

1. Kompleksna interpolacija ultramodulacionih prostora.  Posebno, od interesa je posmatrati ultramodulacione prostore u svetlu skorijih rezultata o takozvanim alfa-modulacionim prostorima M.Fornasiera. Alfa-modulacioni prostori su uvedeni sa ciljem da se popuni skala prostora  kod koje su, na jednom kraju modulacioni prostori, a na drugom prostori Besova.

2. Klasa pseudodiferencijalnih operatora ~iji simboli pripadaju

ultramodulacionim prostorima. U svetlu poznatih rezultata o operatorima ~iji simboli pripadaju modulacionim prostorima sa te`inama polinomnog rasta (Grohenih, Hajl, Toft) interesantno bi bilo dati karakterizaciju operatora sa simbolima u ultramodulacionim prostorima. Ovo se pre svega odnosi na spektralnu analizu, to jest pripadnost odgovaraju}oj [atenovoj klasi operatora.

3. Parcijalne diferencijalne jedna~ine. Primena u parcijalnim diferencijalnim jedna~inama, je mogu}a kroz nove a priori ocene re{enja koje se formuli{u kroz vremensko frekventne ekspanzije i norme uvedenih prostora.

Teoreme o tragu. Takve teoreme postoje u radu Tribela i tehni~kom izve{taju Fajhtingera, mogu se sistematizovati i uop{titi, {to je tako+e odzna~aja za primene u parcijalnim diferencijalnim jedna~inama.

Karakterizacija mno`itelja ultramodulacionih prostora, je zna~ajna zbog primena na odre+ene probleme re{ivosti . 

Istra`ivanje sprovedeno tokom rada na monografiji izvr{eno je u okviru projekta 1835. Ministarstva za nauku tehnologije i razvoj Republike Srbije

