Klasiéni metod

Klasi¢ni metod se zasniva na pretpostavkama o diferencijabilnosti pos-
matrane funkcionele. Podsetimo se, preslikavanje J : U — R, ) # U C R",
je diferencijabilno u tacki u € U° ako postoji vektor v € R" sa osobinom

AJ(u) := J(u+h) — J(u) = (v,h) + o,(h),

. . ou(h)
pI'l cemu vazl 1l1m
=0 ||A|

da je u + h € U. Za fiksirano h broj (v, h) zove se diferencijal funkcije J u
tacki u koji odgovara prirastaju h, a koji éemo oznacavati sa d.J(u). Vektor
v ¢emo oznacavati sa J'(u). On se zove gradijent funkcije J u tacki u i moze

se pokazati da je
J'(u) = <8J(u) 8J(u)> |

= (. Jasno, vektor h pripada nekoj okolini nule, tako

out ’ ou
. 0J(u . Ju+aep) — J(u ) .. ) .
gde je (k) = lim ( k) ( >, er je vektor cije su koordinate, osim
u a— Q@
k—te jednake nuli, a k—ta koordinata vektora e; jednakajesal, k=1,...,n.

Prui izvod funkcije J u tacki u € U° je linearno preslikavanje koje vektoru
h dodeljuje vrednost (J'(u),h). Naravno, iz diferencijabilnosti funkcije J u
tacki u sledi njena neprekidnost u toj tacki.

Napomena. Za razliku od funkcija jedne realne promenljive, postojanje
parcijlnih izvoda funkcije J u nekoj tacki nije dovoljan uslov za neprekidnost
funkcije u toj tacki. Dovoljan uslov za neprekidnost u tacki je neprekidnost
svih parcijalnih izvoda u toj tacki. Sto se tice diferencijabilnosti, iz neprekid-
nosti parcijalnih izvoda u tacki u sledi njena diferencijabilnost u toj tacki.
Ovaj uslov, medjutim, nije i potreban. Postoje primeri funkcija diferencija-
bilnih u nekoj tacki, ¢iji parcijalni izvodi nisu svi neprekidni u toj tacki.

Podsetimo se, kvadratna forma je funkcija Z amuiuj promenljive u =

=
(u!,...,u") € R" koja je jednoznacno odredjenla] simetricnom matricom
a1 ai2 ... Qinp
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n
Ako oznac¢imo sa Au vektor kolonu sa koordinatama (Au)' = > a;u’, i =
=1

1,...,n. kvadratnu formu mozemo zapisati u obliku (Au,u).

Definicija 1 Neka je J funkcija definisana u nekoj okolini tacke u € R™.
Kazemo da je J dva puta diferencijabilna u tacki u ako, zajedno sa gradijen-
tom J'(u), postoji simetricna matrica J"(u) reda n X n takva da se prirastaj
funkcije J u tacki uw moZe predstaviti u obliku

1) Tt ) = T(u) = (7'(u), ) + & (J"(w)h, ) + 0u(h),
.. ou(h)
gde je }ZILI(I) Dk =0.

Za dato h (jasno, u + h pripada okolini tacke u na kojoj je J definisana)
velicinu d?J(u) = (J"(u)h, h) zovemo drugi diferencijal funkcije J u tacki u
koji odgovara prirastaju h. Drugi izvod je bilinearno preslikavanje (kvadratna
forma) odredjeno matricom drugog izvoda J”(u). Moze se pokazati da je

0%J(u)  0%J(u) 9% J(u)
(ul)2  Oulouz " Suldun
J"(u) = : : o
0%J(u) 0%J(u) 9% J(u)
Oundul  Oundu? T Oundun

Klasi¢ni metod trazenja ekstremnih vrednosti se zasniva na pretpostavkama o
diferencijabilnosti posmatrane funkcije. Podsetimo se nacina resavanja prob-
lema odredjivanja bezuslovnog ekstrema na R". Neka je J diferencijabilna na
R™ i neka se traze njene ekstremne vrednosti nad ¢itavim R"™ (zato kazemo
da se trazi bezuslovni ekstrem). Ekstremne tacke tada mogu biti samo one
tacke za koje vazi J'(u) = 0, $to mozemo pisati u obliku sistema

0J(u)
ou?

=0, 2=1,...,n.

Sve taske koje ispunjavaje ovaj uslov zovu se stacionarne tacke funkcije J na
R". Ako je J dva puta diferencijabilna u nekoj okolini stacionarne tacke v i
ako su svi parcijalni izvodi drugog reda te funkcije neprekidni po v onda vazi



a)

c)

Ako je (J"(v)h, h) > 0 za sve h # 0 takve da v+h pripada posmatranoj
okolini tacke v onda je v tacka lokalnog minimuma funkcije J nad R™.
(Drugim recima, kvadratna forma (J”(v)h,h) je pozitivno definitna.
Podsetimo se, potreban i dovoljan uslov za pozitivnu definitnost je
pozitivnost svih glavnih minora matrice J”(v). Za negativnu definit-
nost, taj uslov je dat sa (=1)*J/(v) > 0, gde susa J}(v), k=1,...,n
oznac¢eni glavni minori matrice J”(v).)

Ako je (J"(v)h, h) < 0 zasve h # 0 takve da v+h pripada posmatranoj
okolini tacke v onda je v tacka lokalnog maksimuma funkcije J nad R"™.

Ako (J"(v)h,h) uzima i pozitivne i negativne vrednosti za razlicite
izbore vektora h onda v nije ekstremna tacka posmatrane funkcije.

Primeri

e Odrediti ekstremne vrednosti funkcije ||z]|?, z € R™, i funkcije ||z]],

z € R™\{0}.

(ispitni) Dato je m tacaka u R™. Naéi tacku u € R" ¢&ija je suma
kvadrata rastojanja od datih tacaka minimalna.

(ispitni) Neka je J(u) = 1(Au,u)— (b, u), z € R™. Formulisati potreban
i dovoljan uslov za ekstrem funkcionele J na R™ ako je A simetri¢na
matrica, a b fiksiran zadati vektor. (Napomena: u ovom slu¢aju moze
se koristiti jedinstvenost gradijenta i matrice drugog izvoda.)

(ispitni) Data je funkcionela f(xy,x3) = a3 — sinwy, (71,22) € R
Odrediti njene ekstremne vrednosti.

Formule konac¢nog prirastaja

U ovoj lekciji navodimo formule konacnog prirastaja za funkcije vise re-

alnih promenljivih. Njih ¢emo intenzivno koristiti pri dokazivanju teorema
konveksne analize.

Definicija 2 Funkcija J je neprekidno diferencijabilna ili glatka na skupu
U € R" ako je diferencijabilna na U i pri tome

}lbirr(l) |J' (u+h)—J W] =0, Yu,u+heUl.

Klasu glatkih funkcija nad skupom U éemo oznacavati CH(U).
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Definicija 3 Funkcija J je dva puta neprekidno diferencijabilna na skupu
U € R" ako je dva put diferencijabilna na U 1 pri tome

lim |J'(u+h)—J ()| =0, Yu,u+hel.

Klasu ovih funkcija éemo oznacavati C*(U).

U prvoj definiciji norma se odnosi na normu vektora - gradijenta, a u drugoj
definiciji se posmatra norma matrice drugog izvoda ( || Al| = sup. = [|Ae|).
Pretpostavimo da je J definisana na U. Neka u, u+h € U, i neka u+th € U
za sve t € (0,1) (ovaj uslov je naravno ispunjen ako je U konveksan skup).
Tada, za fiksirano u i u + h mozemo posmatrati funkciju f(t) = J(u + th)
kao funkciju jedne realne promenljive ¢ € [0,1]. Ako je J € C*(U), k = 1,2,
onda je f € C*([0,1]), k = 1,2 pri ¢emu vazi
(2) f@) = (J'(w+th),h), f'(t) = (J"(u+th)h,h).

Ovo sledi iz jednakosti (1).
Podsetimo se, teoreme srednje vrednosti za f glase

£ = $0) = POty = [ f'r)dr = JO)+ 37000

f/(t) - f/<0) = f//(93t)t, za neke 0 < 61, 092, 93 <1

Ako u ovim formulama stavimo ¢ = 1 i iskoristimo (2) dobijamo formule
konacnog prirastaja funkcije J :

3) St h) — J(u) = (J(u+ 0uh), B = /Ol(J’(u +rh), h)dr

(4) J(u+h) — J(u) = (J'(u), h) + ;(J"(u + uh)h, h)

(5) (J'(u+ ) — J'(u), h) = (J"(u+ Osh)h, )

za neke 0 < 04,605,035 < 1.
Dalje, kako je £.J'(u+th) = J"(u+ th) 0 <t < 1, integracijom po t na
[0, 1] dobijamo

T(u+h) — J(u) = /01 J"(u + th)hdt — (/01 T (u+ th)dt> h.



Definicija 4 Neka J € CY(U). Kazemo da gradijent J' funkcije J ispunjava
uslov Lipsica na skupu U sa konstantom L > 0 ako vazi

|J' (u) — J'(v)|| < Lllu—v|, u,veU.
Klasu ovih funkcija ¢éemo oznacavati sa C(U).
Lema 1 Neka je U koveksan skup i neka J € CH1(U). Tada vaZi

lu —v]l*

|J(u) — J(v) = (J'(u),u —v)| < LT, Vu,v € U.
Dokaz Iz formule (3) sledi
J(u) — J(w) — (J'(u),u —v) = /Ol(J’(u +7(u—0)) — J(u),u —v)dr,

a iz Kosi -Svarcove nejednakosti |(a,b)| < ||a||||p]|, a,b € R™ i Lipsicovog
uslova sledi

00 = J0) ~ (T u= )| < [ 1Tt 7= ) = T ) = ol dr

= o]
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