Predgovor

UdZzbenik Analiza I za informatic¢are nastao je na osnovu dugogodisnjih preda-
vanja koje je prvi autor drZao za studente informatike i matematike iz kursa realne
funkcije jedne realne promenljive, kra¢e Analiza I, i bogatog iskustva drugog i
treCeg autora u pisanju zbirki zadataka iz matematicke analize. Knjiga je pisana
prema vaZzeCem programu ovog predmeta na Prirodno-matematickom fakultetu u
Novom Sadu. Nadamo se da ¢e udzbenik mo¢i koristiti i studenti drugih usmerenja
i fakulteta.

Trudili smo se da izloZimo osnovne pojmove i rezultate matematicke analize
uz minimum sloZene matematicke aparature, ali zadrZavaju¢i matematicku stro-
gost, koja omogucava studentu da korektno prilagodi steCeno znanje konkretnim
situacijama.

Danas postoji veliki broj matematickog softvera za simboli¢ko racunanje (Math-
ematica, Maple, Matlab) koji znatno olakSavaju rad i oslobadaju od zamornog racu-
nanja. Zato smo udzbenik prilagodili ovoj situaciji, te smo ga oslobodili formalnog
racuna, na primer kod neodredenog integrala, a akcenat stavili na usvajanje funda-
mentalnih pojmova i rezultata koje smo ilustrovali brojnim odabranim primerima i
slikama.

Drago nam je da se moZemo zahvaliti recenzentima akademiku dr Olgi HadZi¢
i dr Stojanu Radenovi¢u na korisnim sugestijama i primedbama. Zahvaljujemo
se Departmanu za matematiku i informatiku Prirodno—matematickog fakulteta na
omogucavanju kori§éenja departmanske opreme u toku rada na knjizi i Univerzitetu
u Novom Sadu §to je omogucio Stampanje ove knjige.

Autori Novi Sad, januar 2003.
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Glava 1

Uvod

1.1 Osnovni pojmovi i oznake

U ovom poglavlju ¢emo navesti neke osnovne pojmove i oznake koji se koriste
u ovom udzbeniku. Kako je savremena matematika u znacajnoj meri zasnovana
na matematickoj logici i teoriji skupova, to ¢emo ukratko navesti neke elemente iz
ovih oblasti.

1.1.1 Matematicka logika

Osnovni pojam u matematickoj logici je iskaz ili sud. To je recenica koja ima
smisla, i koja je ili tacna ili netacna. Istinitosna vrednost za tacan iskaz se oznacava
sa T ili 1, a za netaCan iskaz se oznaCava sa | ili 0. Iskaze oznaCavamo slovima
latinice p,q,r....

Iskazi se povezuju sa dole navedenim logickim operacijama i tako dobijaju
novi iskazi.

1. Konjunkcija iskaza p i g oznacava se sa p \ g. To je iskaz koji je tacan ako i
samo ako su oba iskaza p i g tacna.

2. Disjunkcija iskaza p i q oznacava se sa p\/ g. To je iskaz koji je taan ako i
samo ako je bar jedan od iskaza p i ¢ tacan.

3. Implikacija iskaza p i g oznaCava se sa p = g. To je iskaz koji je netacan ako
i samo ako je iskaz p tacan, a iskaz ¢ netacan. U svim ostalim slu¢ajevima
implikacija je tacna.

4. Ekvivalencija iskaza p i g oznaCava se sa p < q. To je iskaz koji je tatan ako
i samo ako su oba iskaza p i g tacna ili ako su oba iskaza p i g netacna.
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5. Negacija iskaza p oznacava se sa —p. To je iskaz koji je tacan ako i samo
ako je iskaz p netacan.

Iskaznu algebru Cini skup {T, L} sa logi¢kim operacijama —, A, \/, =, <, §to
su redom oznake za negaciju, konjunkciju, disjunkciju, implikaciju i ekvivalenciju.
T 1L sulogicke konstante. Iskazna slova su p,q.,r, ..., a iskazne formule su iskazna
slova, negacija, konjunkcija, disjunkcija, implikacija i ekvivalencija iskaznih for-
mula, i, uopste, iskazne formule se dobijaju posle kona¢no mnogo primena logickih
operacija na iskazne formule.

Tautologija je iskazna formula koja ima vrednost T za ma koje vrednosti iskaznih
slova u iskaznoj formuli.

Navescemo sada tautologije koje se Cesto koriste:

1. p = p (refleksivnost implikacije).

2. p\ —p (princip iskljucenja treceg).

3. p < ——p (princip dvojne negacije).

4. (pA\p) < p, (pVp) < p(idempotentnost operacija \i\/).
5. (p\q) < (g \ p) (komutativnost operacije /).

rV q) < (¢V p) (komutativnost operacije \/).

pA @A) = ((pAg) Ar) (asocijativnost operacije ).
pV(qV ) & ((p\V )V ) (asocijativnost operacije \/).
pNqVr)) < (P A@)V(pAr)) (distributivnost \ prema ).
10. (pV(gAr)) < ((pVa) A(pV r)) (distributivnost \/ prema. \).

1. (=(pAq)) = (=p\V —q), (=(pV q)) < (=p \ ~q) (De Morganovi zakoni).

(
(
(
(

12. (p = q) & (—q = —p) (zakon kontrapozicije).
13. =(p = q) & (p\—q) (negacija implikacije).
14. (pA(pV a)) < p, (PN (p\q)) < p (zakoni apsorpcije).

Cesto ¢emo koristiti kvantifikatore iz predikatskog raduna "v"i "3", koje ¢itamo

n:n

$vaki"i "postoji", na primer —(Vx)p(x) < (3x)-p(x), ili =(Ix) p(x) < (Vx)—p(x).
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1.1.2  Skup

Skupovi se obeleZavaju velikim slovima latinice, na primer A, B,C, ..., X,Y,....
Skup je poznat ako je poznato pravilo, ogranicenje ili osobina na osnovu koje
moZemo odrediti sve njegove elemente. Elemente skupa obeleZavamo malim slo-
vima latinice, na primer a,b,c,...,x,y,.... Ako element x pripada (resp. ne pri-
pada) skupu X, to piSemo x € X (resp. x € X). Ako element x ima osobinu P, tada to
oznacavamo sa P(x). Skup elemenata x sa osobinom P ozna¢avamo sa {x! P(x)}.

Skup X je podskup skupa Y, u oznaci X C Y, ako svaki element skupa X pripada
skupu Y, tj.

(XCY) < ((Vx) (xeX :>xeY)).

Prazan skup, v oznaci , tj. skup koji nema elemenata, se moZe definisati kao
= {x| x # x}. Za proizvoljan skup X vazi CX. AkojeX CY iY C X, tada
kaZzemo da su X 1Y jednaki skupovi, t.

(X=Y) <= ((") (keX = xeV)).
Osnovne operacije sa skupovima su:
1. wunija skupova: XUY = {x‘ xeXVxe Y};
2. presek skupova XNY = {x‘ xeXA\xe Y};
3. razlika skupova X \Y = {x‘ XEXNAx¢d Y};
4. komplement skupa X¢ = {x‘ xeUAx €X},

gde je U univerzalni skup, tj. onaj koji sadrZi sve skupove X sa kojima radimo.
Skupovi X i Y su disjunktni ako je X NY =
Za operacije sa skupovima vaze sledece osobine :

1. zakon idempotentnosti: XUX =X, XNX =X;
2. zakon komutativnosti: XUY =Y UX, XNY=YNX;

3. zakon asocijativnosti: (XUY)UZ=XU(YUZ),
(XNY)NZ=XN(YNZ);

4. zakoni distributivnosti: XU (YNZ) = (XUY)N(XUZ),
XN(YUz)=(XNY)U(XNZ);

5. zakon apsorpcije: XN(XUY)=X, XU(XnNnY)=X;

6. XU =X, XuU=U, XN =, XNnU=X;
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7. XUX=U, XNX°= ;
8. (XUY)=X°NYe, (Xny)=X<Ure.
Partitivni skup P(X) datog skupa X je skup svih podskupova skupa X, tj.
PX) = {Y ‘Y cX} .
Posebno, P(X) uvek sadrzi prazan skup isam skup X. Ako skup X ima n ¢lanova,

onda njegov partitivni skup ima 2" elemenata.
Za nas Ce najvazniji biti skupovi brojeva:

1. skup prirodnih brojeva N = {1,2,3,4,...};
2. skup celih brojeva 7. — {o,1,—1,2,—2,3,—3,4,—4,...};

3. skup racionalnih brojeva Q = {T ‘ meZ,nc N} ;
n

4. skup realnih brojeva R;
5. skup kompleksnih brojeva C = {a+ib | a,b € R,i> = —1}.

O skupovima brojeva Ce biti viSe reci kasnije (videti poglavlje 1.2). Podsetimo
se da vaze relacije:
NcZcQcRcC.

1.1.3 Relacije

Neka su dati neprazni skupovi X i Y. Tada je ureden par (x,y) elemenata x € X
1y € Y definisan kao skup sa dva elementa na slede¢i nacin:

() = {{xh 0}

Moze se pokazati da su dva uredena para (a1,b;) i (az,b) jednaka ako i samo
je a; = ay i by = by. Dekartov' (direktan) proizvod skupova X i Y, u oznaci X x Y,
je skup svih uredenih parova (x,y), gdejex€ X iy €Y, tj.

XxY={(xy)lxeX,yeY}.

Uredene trojke, Cetvorke, ...se uvode analogno. U matematici je posebno
vazan skup R”, tj. svih uredenih n-torki realnih brojeva:

R"={(ai,az,...,an)| a; € R, i=1,2,...,n}.

IR. Descartes (1596-1650)
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Definicija 1.1. Relacija na nepraznom skupu A je podskup skupa A X A, tj. ele-

menti  su uredeni parovi Ciji su i prvi i drugi element iz skupa A.

Ako uredeni par (x,y) pripada skupu , gde je C A x A, tada piSemo x y i
kazemo da su x i y u relaciji . Relacija mozZe imati i neke od sledecih vaznih
osobina:

1. refleksivnost: (Vx€A) x x;

2. simetricnost:  (Vx,y € A) (x y)=(y x);

3. antisimetri¢nost: (Vx,y €A) (x yAy x)= (x=Y);
4. tranzitivnost: (Vx,y,z€A) (x yAy z) = (x 2).

Relacija na skupu A je relacija ekvivalencije ako je refleksivna, simetri¢na i
tranzitivna. Klasa ekvivalencije za elemenat x je skup koji sadrZi sve one y € A za
koje vazi x y. Koli¢nik skup A/ je skup svih klasa ekvivalencije.

U svim skupovima brojeva, jednakost (=) je relacija ekvivalencije. Kongruen-
cija po modulu m, za m € N, je takode relacija ekvivalencije na N. U jednu klasu
ekvivalencije ulaze svi oni prirodni brojevi koji imaju isti ostatak pri deobi sa m.

Relacija na skupu A je relacija (parcijalnog) poretka ako je refleksivna, an-
tisimetri¢na i tranzitivna. Na primer, u skupu realnih brojeva R, relacije manje ili
jednako (<) i vece ili jednako (>) su relacije poretka. Ako je za svaka dva ele-
menta x,y € A uvek x < yili y < x onda kaZemo da je relacija < relacija totalnog
poretka.

Ako je istovremeno x < y i x # y, tada piSemo x < y ili, ekvivalentno, y > x.

1.1.4 Funkcija

Funkcija (preslikavanje) je jedan od osnovnih i najvise koris¢enih pojmova u
matematici i vaZan je u mnogim naukama.

Definicija 1.2. Neka su A i B dva neprazna skupa. PridruZivanje (koresponden-
cija, pravilo) f koje svakom elementu x skupa A dodeljuje jedan element f(x) skupa
B naziva se funkcija (preslikavanje) skupa A u skup B, u oznaci f : A — B.

Takode se kaZe da je f funkcija koja preslikava skup A u skup B. Skup A se
naziva domen (ili: definicioni skup), a skup B se naziva kodomen funkcije f.
Skup vrednosti f(A) funkcije f je podskup kodomena B dat sa

f(A):{yeB‘ EIxEA,y:f(x)}.
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Pojam funkcije se moZe ekvivalentno definisati (kao relacija na A x B, videti
kasnije grafik) i na sledeci nacin:

Definicija 1.3. Neka su A i B dva neprazna skupa. Podskup f C A X B je funkcija
ako vaze sledeca dva uslova:

1. (VxeA)(3yeB) (x,y)€f;

2. (VxeA) (W €B) (b eB) ((xn) € NA(k2) € f) = (1 =y2).

Dve funkcije f; : Ay — By 1 f» : Ao — Bj su jednake ako i samo ako imaju
jednake domene, tj. A; = A, imaju jednake kodomene, tj. By = B; i ako vaZzi
filx) = fa(x) zasve x €A = Aj.

Definicija 1.4. Funkcija f: A — B je injekcija (ili: funkcija 1 — 1) ako za svaki
par (x1,x2) € A X A vazi

(x1 #x2) = (f(xl # f(xz))-
Definicija 1.5. Funkcija f : A — B je sirjekcija (ili: funkcija na) ako vazi
(VyeB) (IxecA) f(x)=y.

Drugim re¢ima, funkcija f je sirjekcija ako i samo ako je f(A) = B, tj. ako se
njen skup vrednosti poklapa sa njenim kodomenom.

Definicija 1.6. Funkcija f : A — B je bijekcija ako je injekcija i sirjekcija.

Definicija 1.7. Za dve funkcije f: A — Big: B— C funkcijago f: A — C, data
sa
(g0 f)(x) = g(f(x)), zasve x€A,

zove se kompozicija funkcija f i g (ili: sloZzena funkcija) od f i g.

Primetimo da je u opstem slucaju fog # go f, tj. redosled funkcija f i g je
bitan.

Definicija 1.8.. Neka je funkcija f : A — B bijekcija. Tada za svako y € B postoji
tacno jedan elemenat x € A, takav da je y = f(x), pa je podskup skupa B X A,
definisan sa

fH={00|x) €BxA, y = f(x)}

funkcija sa domenom B i kodomenom A, koja se naziva inverzna funkcija za f.
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Inverzna funkcija f ' funkcije f je takode bijekcija i za nju vaze relacije
(VyeB) [T =x &= f(x)=V,

(VxeA) (flof)x)=x i (WeB) (fof )=y

Grafik funkcije (funkcija u smislu definicije 1.3) f : A — B, u oznaci Gy, je
definisan na slede¢i nacin:

Gr={(n)]| ey eaxBy=fw}.

Definicija 1.9. Binarna operacija x na skupu A je preslikavanje x : A x A — A.

Relaciju x(x,y) =z (x,y,z € A) zapisujemo na sledeéi nacin

*(x,y) = x*y.

1.1.5 Kardinalni broj skupa

"Brojanje"elemenata nekog skupa i njihovo poredenje sa "brojem"elemenata
nekog drugog skupa je jasno za konacne skupove, ali zahteva preciziranje kada
ovaj pojam Zelimo uvesti za proizvoljne skupove. Pojmovi "kona¢no"i "beskon-
acno'elemenata isto zahtevaju preciziranje.

KaZemo da se izmedu skupova X 1 Y moZe uspostaviti uzajamno jednoznacno
preslikavanje ako postoji bijekcija f : X — Y, tj. ako svakom elementu skupa X
odgovara jedan i samo jedan element skupa Y, a razli¢itim elementima skupa X
odgovaraju razliciti elementi skupa Y i, obrnuto, svakom elementu skupa ¥ odgo-
vara jedan i samo jedan element skupa X. U tom slucaju su skupovi X i Y iste moci,
u oznaci X ~ Y i ova relacija je jedna relacija ekvivalencije. Klasa ekvivalencije
kojoj pripada skup X zove se kardinalni broj skupa X i oznacava se sa card X.

Kardinalni broj skupa X je manji ili jednak od kardinalnog broja skupa Y ako
je X iste modi kao neki podskup skupa Y, Sto piSemo cardX < cardY. Uvedena
relacija < je jedna relacija totalnog poretka. Reéiemo da je skup X manje moci
od skupa Y, §to piSemo card X < cardY, ako je cardX < cardY i cardX # cardY.
Tako uvek vazi cardX < card P(X).

Obratimo paznju da iako relacija poretka na skupovima "biti podskup"X C Y
uvek povlaci cardX < cardY, ove dve relacije treba razlikovati. Naime, X mozZe
biti pravi podskup od Y, a da ipak bude card X = cardY. Tako su, recimo, skup N
i njegov pravi podskup svih parnih prirodnih brojeva iste moci, jer je funkcija f,
definisana sa f(n) = 2n, n € N, bijekcija.
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Za skup éemo reéi da je konacan (u smislu Dedekinda?) ako nije iste moéi sa
nekim svojim pravim podskupom, a da je beskonacan ako nije konacan, tj. ako je
skup iste moci sa nekim svojim pravim podskupom.

1.2 Polje realnih brojeva

Skup brojeva koji ¢e nam biti osnovni u ovom udZbeniku je skup realnih bro-
jeva R. U toku skolovanja, prvo se upoznajemo sa skupovima prirodnih, celih i
racionalnih brojeva, koje oznacavamo redom sa N, Z i Q.

1.2.1 Aksiomi realnih brojeva (R1)-(R16)

U ovom poglavlju ¢emo prikazati aksiomatsko zasnivanje realnih brojeva, pa
¢emo zatim ostale skupove brojeva dobiti na osnovu njih.

Posmatracemo skup R = {x,y,z,...} sa dve binarne operacije: sabiranje + :
R xR — RimnoZenje - : R xR — R.
Na osnovu sledece tri aksiome:

(R1) (Vx,y,z€R) (x+y)+z=x+ (y+z) (asocijativnost sabiranja);

(R2) (30 e R) (Vx ¢ R) x40 = 0+ x = x (postojanje neutralnog elementa za
sabiranje);

(R3) (Vx€R) (3(—x) € R) (—x)+x=x+ (—x) = 0 (postojanje suprotnog ele-
menta za sabiranje),

(R,+) ¢ini grupu u odnosu na sabiranje. Sa aksiomom
(R4) (Vx,y e R) x+y=y+x (komutativnost sabiranja),
(R, +) postaje Abelova® ili komutativna grupa.
Na osnovu sledece Cetiri aksiome, (R \ {0}, -) postaje komutativna grupa:
(R5) (Vx,y,z€R) (x-y)-z=x-(y-z) (asocijativnost mnoZenja);
(R6) (31 e R\ {0}) (VxeR) x-1=1-x=x (postojanje neutralnog elementa za
mnoZenje);

(R7) (Vx e R\ {0}) (Ix ! eR\{0}) x!-x=x-x"! =1 (postojanje inverznog
elementa za mnoZenje);

2R. Dedekind (1831-1916)
3N. Abel (1802-1829)
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(R8) (Vx,y € R) x-y=y-x (komutativnost mnoZenja).
Prethodnih osam aksioma sa aksiomom

R9) (Vx,y,z€R) x-(y+2z) =x-y+x-z (distributivhost mnoZenja u odnosu na
sabiranje),
Cine da je (R,+,-) polje.
U skupu R definisana je i binarna relacija manje ili jednako (<) pomocu sledeéih
pet aksioma:
(R10) (Vx € R) x <x (refleksivnost binarne relacije <);
(R11) (Vx,y,z€R) x<yAy<z=x<z
(R12) (Vx,y e R) (x <yAy<x)=-x=y (antisimetrija binarne relacije <);

(R13) (Vx,y€R) x<yVy<x (uporedivost);

(R14) (Vx,y,z€R) x<y= (x+2z <y-+z) (kompatibilnost relacije < u odnosu
na sabiranje);

(R15) (Vx,yeR) (0<xA0<y)=0<x-y(kompatibilnost relacije < u odnosu
na mnoZzZenje);

Prethodnih petnaest aksioma definiSu skup R sa operacijama sabiranja i mnoZenja
irelacijom < kao uredeno polje.
Kona¢no, imamo aksiomu (R16):

(R16) Neka su X i Y dva neprazna podskupa skupa R sa osobinom
(VxeX) (WyeY) x<y.

Tada postoji c € Rtakavdaje (VxeX)(VyeY) x<c<y.
Navedenih Sesnaest aksioma odreduju R kao kompletno uredeno polje.

Napomena. Primetimo da skup racionalnih brojeva QQ (videti potpoglavlje 1.2.4)
zadovoljava prvih petnaest, ali ne i zadnju, Sesnaestu, aksiomu.

Neka su x i y dva realna broja. Ako je x <y, tada jo§ piSemo y > x. Binarna
relacija “ > 7 je relacija poretka, kao §to je i relacija <. Ako vaZi x <yix#y,
tada piSemo x < y. Takode imamo po definicijix >y <= y <ux.
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1.2.2 Posledice aksioma (R1)-(R16)
Teorema 1.1. Posledice aksioma (R1), (R2), (R3) i (R4) su:

a) u skupu R postoji jedinstven neutralni element za sabiranje;
b) u skupu R svaki element ima jedinstven suprotni element u odnosu na sabiranje;
¢) za date realne brojeve a i b jednacina

at+x=>b
ima jedinstveno resenje u R.

Teorema 1.2. Posledice aksioma (RS), (R6), (R7), (R8) i (R9) su:

a) u skupu R postoji jedinstven neutralni element za mnoZenje;
b) u skupu R svaki element ima jedinstven inverzni element u odnosu na mnozenje;
¢) za date realne brojeve a # 0 i b, jednacina

a-x=»>b
ima jedinstveno resenje u R.

Teorema 1.3. Posledice aksioma (R1)-(R15) su da za sve x,y,x',y’ € R vazi:

a) x-0=0; b) —x=(-1)-x;

¢ —(—x)=x d) x(—y)=—(xy) = (—x)y;
e (—x)(—y)=xy; f) (x<0) <= (—x>0);

g (x<y) <= (—x=-y) h) (x<0Ay<0)= (xy>0);
) x<yAXY<Y)= 0+ <y+y); ) (x<O0Ay>0)= (xy<0);
k) 0<1; ) (x>0) < (x1>0)

Dokaz.

a) Na osnovu aksioma (R6), (R8) i (R2) imamo
x+x-0=x-14x-0=x-(140)=x-1=nx,

odakle je x+x-0=x. Iz teoreme 1.1 c) sledi da je x-0 takode neutralni elemenat

za sabiranje. Sada, na osnovu teoreme 1.1 a), imamo x-0 = 0.

b) Aksioma (R8) i a) daju
x+(—=1)-x=(1+(-1)) - x=0-x=x-0=0.

Na osnovu toga je (—1)-x takode suprotan elemenat elementu x, pa prema teoremi
1.1b) imamo (—1)-x= —x.

¢) Na osnovu definicije elementa —(—x) je (—x)+ (—(—x)) =0, dok je na osnovu
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definicije suprotnog elementa u odnosu na sabiranje, broja —x: (—x)+x=0.
Sada, na osnovu jedinstvenosti resenja jednaline a+ x = b, dobijamo tvrdenje.

d) Na osnovu jednakosti 0 =x-0=x(y+(—y)) =xy+x(—y), tj. xy+x(—y) =0,
i xy+(—(xy)) =0, sledi x(—y) = —(xy).
e) Slediiz d) ic).
f) Iz aksiome (R14) sledi: (x <0) = ((—x)+x < (—x)+0) = (0 < —x).
g) (x<y) = ((=2) + (=) +x < (=) + (=) +¥) = (=y < —x).
h) Pomocu f), (R15) i e) imamo
(x<0Ay<0)=((—x>0A—=y>0))= ((—y)(—x) >0) < (xy >0).

) Kakoje (x<y)= (x+x <X +y) i (¥ <y)= ' +y<y +y), zRIDi
(R4) sledi tvrdenje.

) (x<0A0<y)= (0<—xA0<y)= (0< (—x)y) = (0< ((—1)x)y)
= (0<(=1)(xy)) = (0< —(xy)) = (xy<0).

k) Na osnovu aksiome (R6) je 1 # 0, a na osnovu (R13) jeili I > 01ili 1 < 0. Neka
jel<O;tadaizh)il#0sledi (1<0A1<0)=(0<1-1)=0<1. Toje
kontradikcija, Sto znaci daje 1 > 0.

1) Prvoje x~! #£0. Nekaje x~! < 0. Tada iz j) sledi
(x1<0A0<x)= (x-x 1 <0)=(1<0),
Sto je kontradikcija sa k). U

1.2.3 Supremum i infimum skupa

Uvedimo jos neke pojmove vezane za skup realnih brojeva R.

Definicija 1.10.
1. Broj d € R je donje ogranicenje nepraznog skupa X C R, ako vazi
(VxeX) x>d.
Skup X C R je ogranien odozdo (ili: sa donje strane), ako ima bar jedno
donje ogranicenje.
2. Broj g € R je gornje ograni¢enje nepraznog skupa X C R, ako vaZi
(VxeX) x<g.

Skup X C R je ograni¢en odozgo (ili: sa gornje strane), ako ima bar jedno
gornje ogranicenje.
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3. Skup X C R je ograniCen ako je ogranicen i sa donje i sa gornje strane.

Definicija 1.11.

1. Element a € X je maksimalni element (maksimum) skupa X ako je a > x za
svako x € X.

2. Element a € X je minimalni element (minimum) skupa X ako je a < x za
svako x € X.
Definicija 1.12.

1. Najmanje gornje ogranicenje skupa X C R (ili: supremum skupa X) je broj
s € R za koji vaZe sledeca dva uslova:

(VxeX) x<s (1. sje gornje ograniCenje skupa X), i
(V >0)(3xeX) x>s5— .

2. Najvece donje ogranicenje skupa X C R (ili: infimum skupa X)) je broji € R
za koji vaZe sledeca dva uslova:

(VxeX) x>i (1. ije donje ogranicenje skupa X), i
(V >0)(IxeX) x<i+ .
Primetimo da infimum skupa X C R koji pripada skupu X je minimum skupa

X i da supremum skupa X C R koji pripada skupu X je maksimum skupa X.
Ako postoji maksimum (minimum) skupa onda je on jedinstveno odreden.

Na osnovu definicije 1.12 vazi

supX = min{a e R|(VxeX)x <a},
infX = max{a eR|(VxeX)x>a}.

VaZna je sledeca teorema.

Teorema 1.4. (Teorema o supremumu.) Svaki neprazan odozgo ogranicen skup
X C R ima supremum u R.
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Dokaz. Pokaza¢emo da svaki neprazan sa gornje strane ograni¢en skup X C R ima
supremum. Neka je skup Y definisan sa:

Y ={yeR|(VxeX) x<y}.

Skup Y je, prema pretpostavci, neprazan, pa moZemo primeniti aksiomu (R16) koja
kaZe da tada postoji ¢ € R tako da je

(VxeX)(WyeY) x<c<y.

Na osnovu konstrukcije skupa ¥, odmah sledi ¢ =supX (=minY). (]

Analogno vaZi sledeca teorema.

Teorema 1.5. Svaki sa donje strane ogranic¢en neprazan podskup skupa realnih
brojeva ima infimum.

1.2.4 Podskupovi realnih brojeva
Prirodni brojevi

Skup prirodnih brojeva N je najmanji (u smislu relacije C) podskup skupa R
koji sadrzi 1 i koji ima osobinu da ako n € N, tada i n+ 1 € N. Na osnovu ove
definicije vaZi u skupu prirodnih brojeva princip matematicke indukcije:

Ako je X C N takav da 1 € X i za svaki element n € X vaZi (n+1) € X, tada je
X =N, tj. skup X se poklapa sa skupom N.

Princip matematicke indukcije koristimo za dokaz raznih formula koje vaze za
sve prirodne brojeve pocev od nekog, najcesce od broja 1. Taj postupak dokazivanja
se sastoji iz tri dela:

1. dokaz da je formula tacna za n = 1 (ili, za neko pocetno ng > 1);
2. pretpostavka da je formula tacna za n = m, za neko m € N;

3. dokaz da je formula tacna za n = m+ 1, ako je tana za n = m.

Ako su prethodna tri koraka korektno sprovedena, na osnovu principa matem-
aticke indukcije sledi da je skup onih n-ova koje zadovoljavaju dato tvrdenje u
stvari skup svih prirodnih brojeva (eventualno pocev od nekog ny-tog).

Skup prirodnih brojeva N ima najmanji element, broj 1, tj. za svako n € N je
1 < n. Metodom matematic¢ke indukcije se dokazuje da m,n € N povlaim+n € N
im-n € N. Ako je element n u skupu N, tada je i njegov sledbenik, tj. broj n+1,
takode u skupu N (odatle sledi da skup N nema najveéi element). Za svaki neprazan
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podskup prirodnih brojeva koji je ogranicen sa gornje strane uvek postoji maksi-
malan element. Na osnovu dva zadnja tvrdenja sledi da skup prirodnih brojeva nije
ograniCen sa gornje strane.

Primer 1.1. Kori$¢enjem principa matematicke indukcije pokazacemo da za svako
n € N vaze sledece formule:

1
a) 1+2+3+...+n:n(n2+ ).
b) 14224842 Mt D@t D),
6 ’
1 2
c) 1+23+33+...+n3:<n(’12‘|‘)> :

1-2
a) Za 1 imamo tacnu formulu 1 = - Pod pretpostavkom da je formula tacna za

n, odnosno da je

1
1+2+3+---+n—”(”;L ),
dobijamo
n+1 n
nn+1 n+1)(n+2
k= k+(n+1):( )+(n+1):—( )2( ),
k=1 k=1

Sto znaci da je formula taCna i za n+ 1. Na osnovu principa matemati¢ke indukcije
sada moZemo tvrditi da je formula tana za sve prirodne brojeve.

1-2-3
b) Za 1 imamo ta¢nu formulu 1 = 6 Pod pretpostavkom da je formula ta¢na
zan:

1+22+32+m+nz:”(”+1)<2n+1)
6 9
dobijamo
n+1 n 1(2 1
k2 — k2+(n+1)2:n(n+ )( n+ )+(n+1)2
k=1 k=1 6
~ (n+ )2 +n+6n+6)  (n+1)(n+2)(2n+3)
B 6 - 6 ’

tj. tacnostizan—+1.

1-2)°
¢) Za 1 imamo ta¢nu formulu 1 = <2> . Pod pretpostavkom da je formula
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taCnazan: 5
1
1+2?+?+~~+n1:<"m;_)>,
dobijamo
n+1 n 2 20,2
n(n+1 n+1)°(n"+4n+4
k=1 k=1
 (n+1)2(n+2)?
4 )
odnosno, formula je tacnaizan+ 1.
1 1
d) Za 1 imamo T3=71 e Pod pretpostavkom da je formula tacna za n :
1 n 1 n 1 P 1 _n
3 3.5 5.7 (2n—1)(2n+1) 2n+1’
dobijamo
nl 1 _oon 1 _ n(2n+3)+1
iog 2k=1)(2k+1) — 2n+1 (2n+1)(2n+3)  (2n+1)(2n+3)

(n+1)2n+1)  n+1
(2n+1)(2n+3)  2n+3’

tj. tacnost formule i zan+ 1.
Primer 1.2. Pokazaéemo da je zbir prvih n ¢lanova geometrijske progresije sa
prvim elementom a i kolicnikom ¢ # 1 jednak

1—
ataqgtaqd +---+aqg" ' =a 1_‘; .

Zan=1ljea= a7 4 Pod pretpostavkom da je formula tacna za n :

2 ne1_ 1=4¢"
ataq+aq-+---+aq —al_q
vazi

l_qn l_qn+qtz_qn+l
ataqtaqd+---+aq" ' +tag" = a +aq" = a

l—g¢ l—g¢

1— n+1

- 4 q :
l—gq

tj. formula je taCnaizan+1.



16 Glava 1. Uvod

Primer 1.3. (Bernulijeva * nejednakost.) Primenom matematicke indukcije dokaza-
¢emo Bernulijevu nejednakost

(1+h)" > 1+nh, za neN, h>—1. (1.1)

Zan=1vazi 14+ h =1+ h. Pod pretpostavkom da je nejednakost tatna zan > 1,
(1+h)" > 1+ nh, tada iz prethodne nejednakosti sledi (zbog 1 +h > 0) :

(1+R)" " =(14+h)"-(14+h) > (1+nh)(1+h) =1 +nrh+h+nh*> > 1+ (n+1)h,

tj. formula je tana i za n+ 1, jer je nh*> > 0.

Binomna formula

Ako je n prirodan broj, sa n! (Cita se: n faktorijel) se oznacava proizvod svih
prirodnih brojevaodndo 1, tj. n! =n(n—1)---2-1. Po definiciji uzimamo 0! = 1.

Binomni koeficijent (Z) ,n €N, ke NU{0}, 0 <k <n, definise se kao

n\ n!
k)  k'-(n—k)!
VaZe sledece jednakosti:

(=" () =)= ()=

(”)+< " )—(”H), neN, keNU{0}, 0<k<n—1. (12

k k+1 k+1

Vazi

Primer 1.4. Dokazaéemo binomnu formulu

(a+b)" = (Z) a7k, a,beR,neN. (1.3)
k=0

4Jacob Bernoulli (1657-1705)
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Zan =1 formula (1.3) postaje tacna jednakost

1 1
wro = (a0 (o

Pod pretpostavkom da je formula (1.3) tacna za n, mnoZeci (1.3) sa a+ b dobijamo
(u dokazu se koristi jednakost (1.2))

oot = (Do) wem= " (e (Do
k=0 k=0 k=0

n n+1 " n n n—k+1gk n n+1
= b b
<0>a +k—1<(k>+<k_l>>a +<n)
1

i
. ! ("‘]’(‘ )an—k+1bk+bn+1:n+ <n+1>an—k+1bk7
1

. k= k=0 \ K
Sto daje tacnost za n+ 1.

Celi brojevi

Skup celih brojeva, 7Z, sadrzi sve prirodne brojeve, 0, kao i brojeve oblika
—n, n € N, koji su suprotni prirodnim brojevima u odnosu na operaciju sabiranja.
Primetimo da operacija “ — ", oduzimanje, definisana sa b —a = b+ (—a), izvodi iz
skupa prirodnih brojeva, ali je dobro definisana u Z, tj. razlika dva cela broja je ceo
broj. U skupu celih brojeva Z vaznu ulogu ima broj 0 (nula) koja ima osobinu da
za svako x € Z vazi x+0 = 0+x = x. Brojevi —1,—2,—-3,... —n,..., suprotni su
brojevima 1,2,3,...n,..., j.n+ (—n) =0, za sve n € N. Skup Z je komutativna
grupa u odnosu na sabiranje.

Za svaki neprazan podskup celih brojeva koji je ogranien sa gornje strane
uvek postoji maksimalan element. Za svaki neprazan podskup celih brojeva koji je
ograniCen sa donje strane uvek postoji minimalan element. Na osnovu dva zadnja
tvrdenja sledi da skup celih brojeva nije ogranicen ni sa gornje strane ni sa donje
strane.

Ako je za dva cela broja m i n proizvod m-n~! = k ceo broj onda kazemo da je
m deljivo san. Broj p € N, p # 1, je prost ako u N nema drugih delitelja sem 1 p.
Osnovna teorema aritmetike kaZe da se svaki prirodan broj n moZe na jedinstven
nacin (do na poredak) predstaviti u obliku n = p; --- px, gde su py,..., pr prosti
brojevi.

Brojevi m,n € Z su uzajamno prosti ako su jedini zajednicki delitelji 11 —1.
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Racionalni brojevi

Skup racionalnih brojeva, Q, sadrZi sve elemente oblika p-¢~', gde p € Z i

g € N, i njegove elemente obi¢no nazivamo razlomcima. Operacija “/”, deljenje,
definisana sa a/b =a-b~"', b # 0, izvodi iz skupa celih brojeva, ali je dobro defin-
isana u Q. Skup Q je komutativna grupa u odnosu na sabiranje, dok je skup Q\ {0}
komutativna grupa u odnosu na mnozenje.

Dva racionalna broja m; /nj i m; /n; su jednaka ako i samo ako je myn, = myny,
gde sumy,mp,n1,ny € Ziny,ny # 0. Broj ¢/ p je inverzan (reciprocan) broju p/q,
4. (p/q)-(q/p) =1, gde su p,q € Z\{0}.

Iracionalni brojevi

Iracionalni brojevi su oni realni brojevi koji nisu racionalni. PokaZimo da ova
definicija ima smisla.

Teorema 1.6. Postoji iracionalan broj.

Dokaz. Pokazaéemo prvo da jednacina x> = 2 nema resenja u skupu racionalnih
brojeva Q. Pretpostavimo suprotno, tj. da postoji racionalan broj r > 0 koji je
reenje jednacine x> = 2, Tada se moZe pisati r = p/q, gde su p i ¢ uzajamno
prosti prirodni brojevi takvi da vazi > = p?/¢* =2, odnosno p? =2¢>. Odavde
sledi da je p* paran broj, pa je i p takode paran broj. Znaci vaZi p = 2k za neko
k € N, odakle je ¢*> = 2k*. Prema tome ¢, a takode i ¢ je paran broj, §to je
kontradikcija sa pretpostavkom da su brojevi p i g uzajamno prosti.

Pokazaéemo sada da jednacina x> = 2 ima bar jedno reenje u skupu realnih
brojeva R. DefiniSemo skupove X i Y kao

X={xeRy|x*<2} i Y={yeR,|y*>2},

gde je R, = {x € R| x>0} skup svih pozitivnih realnih brojeva. Kako je 1> =
1<2i2?2=4>2sledidajel €Xi2eY,stoznadidaskupovi X i ¥ nisu prazni.
Takode je XNY = . Ako su x iy pozitivni brojevi, vazi x <y <= x> <y’
To znadi da je proizvoljan elemenat iz X manji od bilo kog elementa iz Y. Dakle,
uslovi aksiome (R16) su zadovoljeni, pa postoji pozitivan realan broj r takav da je

(VxeX) (VyeY) x<r<y.
Na osnovu (R13), postoje tri moguénosti: 72 < 2 ili 2 > 2ili > =2, od kojih vazi
samo jedna. Dokazacemo, da je upravo poslednja jednakost tacna. Pretpostavimo
prvo da je r* < 2. Tadarealan broj | =2(r+1)/(r+2) pripada skupu X, jer je

24 2r+1 22
raatl 5, T2

2
_p—gq. = '
n (r+2)2 (r+2)2
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Sa druge strane, iz relacija

r+1 B 2—2
r+2  r+2

r—ri=r—2 <0,
sledi da je r; €Y. Dakle, dobili smo da r; € XNY, S§to je kontradikcija, jer su X
1Y birani tako da su disjunktni.

Pretpostavka da je r? > 2 takode na slian nacin daje kontradikciju. Dakle,
ostaje samo tre¢a moguénost, tj. > = 2.

Time smo pokazali da je reSenje jednacine x> = 2 iracionalan broj. U

Napomena. Zapravo, postoje dva realna (iracionalna) broja koji zadovoljavaju
jednacinu X2 = 2, i oni su oznaceni sa V2 i —V2.
Realan broj napisan u decimalnom obliku je iracionalan ako i samo ako ima
beskona¢no mnogo decimala razlicitih od nule, koje se ne ponavljaju periodi¢no.
Realan broj je algebarski ako je on reSenje neke algebarske jednacine

apX" + - +aix+ap =0,

gde su ay, . ..,ar,ap racionalni brojevi (ekvivalentno celi brojevi).
Realan broj je transcedentan, ako nije algebarski.

Kompleksni brojevi

Jednacina x> + 1 = 0 nije resiva u skupu realnih brojeva, jer je x> +1 > 0 za
svako x € R. Uvodi se skup kompleksnih brojeva u kojoj je jednadina x>+ 1 =0
reSiva. Skup kompleksnih brojeva C se identifikuje sa skupom R x R svih uredenih
parova realnih brojeva, u kojem su binarne operacije + i - definisane na sledei
nacin za (a,b), (c,d) e RxR:

(a,b)+(c,d) = (a+c,b+d),
(a,b)-(c,d) = (ac —bd,ad + bc).

Skup R identifikujemo sa skupom {(a,0) | @ € R}, a imaginarna jedinica i je
kompleksan broj (0, 1). Kompleksan broj (a,b) obelezavamo sa a + ib. Primetimo
da je i> = —1, tj. imaginarna jedinica i je reSenje jednacine x>+ 1 = 0.

Skup kompleksnih brojeva je dat sa

C={a+ib|a,beR}.

Broj a — ib je konjugovano kompleksan broj broju a + ib.
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1.2.5 Arhimedov princip i geometrijska interpretacija skupa realnih
brojeva

Znacajne su sledece dve teoreme koje vaze u skupu R, od kojih prva, Arhime-

dova’, vaziiu skupu Q, ali druga, Kantorova®, ne.

Teorema 1.7. (Arhimedov princip.) Za dato proizvoljno x > 0 i svako y € R,
postoji jedinstveno odreden ceo broj n tako da vazi (n—1)x <y < nx.

Dokaz. Kako skup Z nije ograni¢en sa gornje strane to podskup celih brojeva

{n€Z|X<n}
x

nije prazan i ogranicen je sa donje strane. Zato postoji njegov minimalni element
(koji je jedinstven) n, koji zato zadovoljava nejednakosti (n — 1) < 2 < n. Kako je
x > 0 to odatle sledi traZzena nejednakost. U

Napomena. Najveci ceo broja x € R, u oznaci [x], je najveéi ceo broj manji ili
jednak od x.
Neke posledice Arhimedovog principa 1.7 su sadrZane u sledeoj teoremi.

Teorema 1.8.

a) Za svakox € R, x # 0, postoji n € N tako da vazi 0 < 1/n < |x|.

b) Ako za broj x > 0vazi: Yn € N (x < 1/n), tada je x = 0.

¢) Za svako x € R postoje brojevi ny,ny € N takvi da je —n; < x < ny.

d) Za svako x € R postoji jedinstveno ky € 7Z takav da je ko < x < ko+ 1.
e) Za svako x,y € R, x <y, postoji racionalan broj r, takav da je x <r <.

Dokaz. a) Neka je x # 0 odnosno |x| > 0. Tada na osnovu Arhimedovog principa
1.7 sledi da za realne brojeve 1 i |x| postoji n € N tako da vazi n|x| > 1, ili 1/n<
.

b) Ako bi bilo x > 0, tada bi iz a) sledilo da postoji n € N takvo da je x > 1/n.

¢) Kako je 1 > 0, to postoji n € N takvo da je n-1 > x. Analogno postoji n’ € N
takvo daje n'-1 > —x, odnosno —n’ < x. Za n; =n’ i ny =n, dobijamo tvrdenje.
d) Na osnovu Arhimedovog principa 1.7 sledi da postoji k € N takvo da je k-1 >
|x| > x, tj. k> x. Neka je ko najveéi medu brojevima 0,+1, ..., 4k koji nije veci
od x. Tada je ko < x < ko+ 1. Po konstrukciji, ko je jedinstveno odreden.

e) Ako je x <y, tada je y—x > 0, pa prema a) postoji n € N takavdaje 1/n <y—x.

5 Arhimed (287-212 p.n.e.)
G. F. Cantor (1845-1918)
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Na osnovu d), postoji jedinstveno p € Z takvo daje p = [nx|, tj. p<nx<p-+1.
Tadaje p+1 <ny, jerbi p+1 > ny znacilo

ny—x)<p+l—-p = y—x<1/n,

Sto je kontradikcija. Kakoje (p+1)/neQ i x<(p+1)/n <y, to zaracionalan
broj r mozemo uzeti broj (p+1)/n. O

Definicija 1.13. Funkcija f : N — X je niz elemenata skupa X .

Teorema 1.9. (Kosi’-Kantorov princip.) Neka je [a,,b,], n=1,2,..., niz zatvorenih
intervala takvih da m > n povla&i [ay, by C [an, by, 1. an < am < by < by,. Tada
je

() [an,ba] #

neN

Ako za svako > 0 postoji interval [ay,,b,] Cija je duZina manja od > 0, tada
postoji tacno jedan broj ¢ € R koji leZi u svim intervalima [ay,, D).

Dokaz. Za bilo koja dva intervala [a,,b,) i [am,bnm) iz navedenog niza intervala
uvek vaZzi a, < by,,. Naime, ako bismo pretpostavili da to nije tano imali bismo
am < by < a, < b,. Odatle bi sledilo da intervali [a,,b,] i [am,bn] nemaju za-
jednickih tacaka, suprotno pretpostavci da se radi o nizu intervala sa osobinom
da je svaki slede¢i sadrzan u prethodnom. Zato skupovi X ={a, |[n € N} iY =
{b, | m € N} ispunjavaju uslove aksioma (R16), po kojem postoji tacka ¢ € R da
am < ¢ < b, (m,n € N). Odatle specijalno za n = m dobijamo a, < ¢ < b, (n €N),
tj. ¢ pripada svim intervalima [a,, b,].

Na osnovu prvog dela teoreme sledi da je () [an,bn] # . Znadi, postoji realan
neN
broj ¢ koji pripada svim intervalima, tj. a, < ¢ < b,. Pretpostavimo da postoji jo§

jedan broj ¢; > c takav da je a, < c; < b,, za svako n € N. Tada iz nejednakosti
a, <c<cy <b, sledi 0<cy—c<b,—ay,, zasvako n € N, §to je u suprotnosti
sa pretpostavkom teoreme da uvek postoji interval iz zadatog niza intervala ¢ija se
duzina moZe uciniti manjom od bilo kojeg unapred zadatog pozitivnog broja, pa i
odc;—c>0. O

Geometrijska interpretacija

Uobicajeno je da se skupu realnih brojeva pridruZzi (bijekcijom) brojna linija
na slede¢i na¢in. Na pravoj odredimo dve fiksne tacke kojima pridruZimo sa leva

7A. Cauchy (1789-1857)
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na desno prvo nulu 0 i zatim jedinicu 1. Time smo dobili jedini¢nu duz sa kra-
jnjim tackama koje odgovaraju 0 i 1. Tacke koje odgovaraju prirodnim brojevima
2,3,... dobijamo tako §to jedini¢nu duZ prenosimo redom udesno. Dalje, tacke
koje odgovaraju negativnim celim brojevima —1,—2,—3, ... dobijamo tako $to je-
dini¢nu duz prenosimo redom ulevo. Time smo svim tackama skupa Z pridruZili
tatke na pravoj. Da bismo pridruZili tacku proizvoljnom racionalnom broju 2
prvo moramo jedini¢nu duz izdeliti na ¢ (uzimamo ¢ pozitivno) jednakih delova
(po Talesovoj teoremi iz geometrije). Tada prva dobijena tacka u odnosu na 0
u toj podeli odgovara broju é. Prenoseéi duZ sa krajnjim tackama O i % p puta
desno (ako je p pozitivno), odnosno levo (ako je p negativno) dobijamo tacku na
pravoj koja odgovara broju g. Time smo svim tackama skupa Q pridruZzili tacke
na pravoj. Da bismo sada uvideli da se i svakom realnom (tacnije, iracionalnom)
broju moZe pridruZiti odgovarajuéa tacka na pravoj primetimo da svaki realan broj
¢ uvek moZemo smestiti u niz zatvorenih intervala Cije su krajnje tacke racionalni
brojevi, sa osobinom da je svaki sledeéi sadrzan u prethodnom intervalu i ¢ija je
duzina polovina duzine prethodnog intervala.

VaZni podskupovi skupa R su intervali sa krajnjim tackama a i b, gde je a < b.

Otvoren interval je skup (a,b) = {x € R|a < x < b}.
Zatvoren interval je skup [a,b] = {x € R| a <x < b}.
Intervali su i skupovi
(a,b) ={xeRla<x<b} i [a,b)={xeR|a<x<b}.
Primetimo da su svi ovi intervali ograniceni.
Neograniceni intervali su sledeci skupovi:
(a,+ )={xeR|x>a} i [a,+ )={xeR|x>a};
(— ,b)={xeR|x<b} i (— ,bj={xeR|x<b};
(= 4+ )={xeR}=R.

Apsolutna vrednost

Apsolutna vrednost realnog broja x je data sa

x, x>0,
xl=< 0, x=0,
—x, x<0.

Neposredna posledica ove definicije je da za svaki realan broj x vaZi

e =1=x i —ff<x<.
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Apsolutna vrednost realnog broja je uvek nenegativan broj i predstavlja rastojanje
izmedu datog broja x i 0. Rastojanje izmedu dva realna broja x i y definiSe se kao

e =l.
Ako je pozitivan realan broj, tada vazi

|x| < akoisamoakoje — <x< ;

|x| > akoisamoakojex> ili x< — ;
|x| = akoisamoakojex= ili x=— .
Navedimo osobine apsolutne vrednosti vezane za operacije sabiranja i mnoZenja,
koje vaze za sve x,y € R.
Primer 1.5. Pokaza¢emo da za proizvoljne realne brojeve x i y vaZe sledece os-
obine:

a) Pty <Id+bl b -yl > x|

X

X
zu, y#0.
Iyl

a) Sabiranjem nejednakosti —|x| <x < |x| i —|y| <y <|y|, dobijamo

©) |x-y[=|x|-[y]; d)

—(+ D) Sx+y<lxl+y[ ili [x+y[ < x[+]yl.
b) Na osnovu osobine dokazane pod a) imamo
i =x—y+y[<lx=y[+P] 1 Dpl=ly—xt+x]<|=x=y)|+Ixl.

Odavde je
e =yl < =yl < b=yl = |lal = | < -1,
Relacije ¢) i d) slede neposredno iz definicije apsolutne vrednosti.

Radi kraéeg pisanja koristi se oznaka

n
xk:xl +x2+...+xn7

k=1
gde su x1,x2,...,x, proizvoljni realni brojevi. Ostavljamo ¢itaocu da pokaZe da za
sve x1,Xp,...,X, € R vaZi sledeca nejednakost:

n n

Xk < ]xk|.
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1.2.6 Skup R kao topoloski prostor
Hajne-Borelova osobina

Definicija 1.14. Familija skupova {B;|i € I} je pokriva¢ skupa A C R ako za svako
X € A postoji indeks i iz indeksnog skupa I takav da je x € B;, tj. A C U;c/B;.

Teorema 1.10. (Hajne®-Borelova® osobina.) Iz svakog pokrivaca zatvorenog in-
tervala [a,b] otvorenim intervalima moZe se izdvojiti konacan potpokrivad.

Dokaz. Pretpostavimo da postoji pokriva¢ O od otvorenih intervala za interval
[a,b] = I koji nema konacan potpokriva¢. Podelimo interval /; na dva jednaka dela
i obelezimo sa I, = [az,bs] onu polovinu intervala [a,b] sa osobinom da familija
O nema konacan potpokrivac skupa [ay, b;]. Nastavljajuéi ovaj postupak, dolazimo
do niza zatvorenih intervala ,, = [a,,b,], n € N, sa osobinom da je svaki sadrzan u
prethodnom; ocevidno je duZina od I, jednaka ‘bz_na‘. Na osnovu Kosi-Kantorovog
principa sledi da postoji jedinstven realan broj ¢ sadrZan u svakom od intervala
[an,by].

Kako ¢ € I} = [a,b] postoji otvoren interval ( , ) iz familije O otvorenih in-
tervala koji sadrzi tacku ¢. Uzimaju¢i = min(c— , —c) uvek moZemo naci I,
¢ija je duzina manja od . Notadal, C ( , ), tj. I, smo pokrili sa samo jednim
otvorenim intervalom ( , ), iako smo pretpostavili da ne postoji konacan pokriva¢
bilo kojeg od tih intervala. O

Bolcano-Vajerstrasov princip

Cesto se pojavljuje potreba da preciziramo kada je tadka x "bliska"tatki xo
("malo se razlikuje"od xp). Da je neka tacka x "blizu"tacke xop moZemo opisati tako
Sto ¢e njeno rastojanje od xp biti manje od dovoljno malog"broja > 0. Broj je
onda merilo "blizine"tacaka x i xo. Ovo zapisujemo |x —xo| < , tj. po definiciji
apsolutne vrednosti xo — < x < xp+ ,odnosnox € (xo— ,xo+ ).

Definicija 1.15. Okolina tacke xo € R je svaki otvoren interval koji sadrZi tacku
X0-

Za specijalan otvoren interval (xo — ,xp+ ), gde je > 0, obi¢no kazemo da je
simetricna -okolina tacke x.

Definicija 1.16. Neka je A podskup skupa realnih brojeva R.

a) Tacka xo € R je tacka nagomilavanja skupa A ako u svakoj okolini tacke x

8H. E. Heine (1821-1881)
9E. Borel (1871-1956)
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postoji bar jedna tacka iz A razlicita od xg.

b) Tacka xy € A je izolovana tacka skupa A ako postoji okolina tacke xo koja ne
sadrZi druge tacke iz A sem tacke xy.

Pokazacemo da ako je xp € R tacka nagomilavanja skupa A C R, tada u svakoj
okolini tacke xo ima beskonacno mnogo tacaka iz A. Ako je U(xg) = (a,b) pro-
izvoljna okolina tacke xj tada uvek postoji simetri¢na -okolina (xo — ,xp+ ) C
(a,b) okolina tacke xp (< min(|xp—al, |b—xo|)). Kako je x( tacka nagomilavanja
skupa A, prema definiciji 1.16 a) postoji element x| # xo iz A, x; € (xo — ,x0+ ).
Stavimo 0 < | < |xg —x;|/2. Tada u intervalu (xo — 1,x0+ 1) postoji element
x> € A koji je razliciti i od xg i od x;. Nastavljajuci ovaj postupak, dobijamo beskon-
ano mnogo tacaka iz A koje leZe u intervalu (xo — ,xo+ ), dakle i u datoj okolini
U (X()) tacke xg.
Sve tacke intervala [a, b] su njegove tacke nagomilavanja. Skup

{0,1,1/2,...,1/2",...}

ima tacku nagomilavanja 0. Skup N={1,2,...} nema tataka nagomilavanja. Kon-
acan skup ne moze imati tacku nagomilavanja.

Teorema 1.11. (Bolcano!?-Vajerstrasov!! princip) Svaki beskonacan i ogranicen
podskup skupa R ima bar jednu tacku nagomilavanja.

Dokaz. Neka je A beskonacan i ograni¢en podskup skupa realnih brojeva. Tada
postoji zatvoren interval [a, b] takav da je A C [a, b]. PokaZimo da je bar jedna tacka
intervala [a, b] tatka nagomilavanja skupa A.

Pretpostavimo suprotno, tj. da za svaku tacku x € [a,b] postoji okolina U (x)
koja ne sadrZi elemente iz skupa A ili ima konacno mnogo ta¢aka skupa A. Familija
takvih okolina po svim x € [a, b] pokriva zatvoren interval [a, b]. Na osnovu teoreme
1.10 iz ove familije se moZe izdvojiti konacan pokriva¢ intervala [a,b], a time i
skupa A. Kako svaka od okolina sadrZi najviSe konacno mnogo elemenata skupa
A, dobijamo da je skup A konacan, §to je suprotno pretpostavci teoreme. g

1.2.7 Prebrojivi i neprebrojivi skupovi

Definicija 1.17. Skup X je prebrojiv ako je X ~ N, tj. card X = cardN.

Sada konacan skup mozemo definisati i na slede¢i naCin: skup X je konacan
ako postoji takvon € Ndaje X ~ {1,2,...,n}.
Vazi sledeca teorema.

108 Bolzano (1781-1848)
UK. Weierstrass (1815-1897)
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Teorema 1.12. Beskonacni podskup prebrojivog skupa je prebrojiv. Unija kon-
acno ili prebrojivo mnogo prebrojivih skupova je prebrojiv skup.

Svi skupovi brojeva N, Z, Q, R su beskonacni, skupovi N, Z i Q su prebrojivi.
Jednostavan primer neprebrojivog skupa daje sledeca teorema.

Teorema 1.13. Skup realnih brojeva iz intervala [0, 1] je neprebrojiv.

Dokaz. Pretpostavimo da tvrdenje teoreme nije ta¢no, odnosno da je interval
[0, 1] prebrojiv skup. Tada postoji bijekcija f : N — [0,1], tj. [0,1] = {x1,x2,...}.
Pokazacemo da postoji realan broj iz intervala [0, 1] tako da on ne pripada {x;,x,,...}.
Prvo odaberimo zatvoren podinterval /; C [0, 1] tako da x; ¢ I;. Izaberimo sada
zatvoren interval I, C I tako da x, ¢ I,. Nastavljajuéi ovaj postupak dobijamo niz
zatvorenih podintervala /1,5, ... intervala [0, 1] tako da je I,+; C I, (n € N). Po
Kosi-Kantorovom principu postoji x iz intervala [0, 1] tako da x € Ny,enl,. Po kon-
strukciji niza intervala I, b, . ..

x&{x1,x2,...},

jer ako bi bilo x = x,, tada x ¢ I,,,, $to bi povlacilo x & N,cn1,. Kontardikcija, pa je
zato ta¢no suprotno od polazne pretpostavke da je interval [0, 1] prebrojiv, a to je
da interval [0, 1] nije prebrojiv. O

Kako je funkcija f: [0,1] — [a, D], datasa f(x) = (b—a)x+a bijekcija (a < b),
to iz prethodne teoreme sledi da je proizvoljan zatvoreni interval [a, b] neprebrojiv.
Posebno, skupovi R i C nisu prebrojivi.

1.3 Realne funkcije

1.3.1 Osnovni pojmovi

......

neki podskupovi skupa realnih brojeva R. Takve funkcije se nazivaju realne funk-
cije jedne realne promenljive. Na njih primenjujemo sve ono §to smo rekli i za
opste funkcije.

Na primer, funkcije f(x) = vVx2, x € (0,4 )ig(x)=x, x€ (0,4 ) sujed-
nake, a funkcije f(x) = vVx2, x € Ri g(x) =x, x € R imaju razliCite skupove
vrednosti, pa zato nisu jednake (f(R) = [0,+ )i g(R) = R). Funkcije f(x) =
In(x*), x # 0, g(x) = 4Inx, x € (0,+ ) nisu jednake.

Prema prethodnom, funkcija f : A — B je zadata odredivanjem trojke (A, B, f).
Medutim, Cesto je funkcija data samo analitickim izrazom (formulom) y = f(x),
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podrazumevajuci pri tom skupove A i B kojima pripadaju nezavisna i zavisna pro-
menljiva. Najveéi (u smislu relacije C) podskup skupa realnih brojeva R za koji
data formula ima smisla, zva¢emo prirodnim definicionim skupom D funkcije f.

Primer 1.6. Odredi¢emo prirodni definicioni skup Dy za sledece funkcije:
a) f(x)=v2x—5;, b) f(x)=vV9—x2

a) Kako je 2x—5>0zax > 5/2, to jeinterval Dy = [5/2,+ ) prirodni definicioni
skup za datu funkciju.

b) Dati izraz ima smisla za 9 — x> > 0, tj. za (3 —x)(3 +x) > 0. Kako je
3—x>0zax<3 i 34x>0zax>-3, toza x€[-3,3] vazi 9—x>>0.
Medutim, iz nejednakosti

3—x<0zax>3 1 34x<0zax<-3

sledi da je skup x—ova za koje je u isto vreme 3 —x < 01 3 4x <0 prazan.

Znatidavazi 9 —x*> >0 <= x € [-3,3], te je skup [—3,3] traZeni prirodni
definicioni skup Dy za funkciju f.

Primer 1.7. Funkcije f i g su date sa

a) f(x)=x+3, gx) =2x—/x; b) f(x)=x>+1, g(x) =2x—3.
Odredi¢emo sloZene funkcije (fog)(x), (gof)(x), (fof)(x)i(fofof)(x).
) (fog)(x)=f(g(x)) = (2x—x)+3=2x+3—-/x;
(g0 f)(x) =g(f(x)) =2(x+3) = Vx+3=2x+6—Vx+3.
Primetimo da je, na primer, (fog)(1)=4 1 (gof)(1)=
(fof)(x)=f(f(x)) = (x+3)+3=x+6;
(fofof)x)=f(f(f(x)) = Fflx+6)=(x+6)+3 =x+09.
b) (fog)x)=f(g(x)) = (2x—3)2+1=4x%—12x+10;
(gof)(x) =g(f(x)) =2(x*+1) =3 =227 — 1
(fof)x)=f(f(x) = (P +1)2+1=x*+2x"+2;
(fofof)x)=f(f(f(x)=Ff(*+22+2) = (x* + 202 +2)2 +1

= x3 +4x° 4+ 8x* +8x% +5.
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Primer 1.8. Odredi¢emo inverznu funkciju g za datu funkciju f, gde je

a)f(x):3x+17 XG(— ,+ ); b)f(x):xz’ XG(— )O);

1—
C)f(X):)Cz, XE(O,+ ); d)f<x):17_i_i7 XE(— 7_1)U(17+ )
a) Skup vrednosti date funkcije je interval (— ,+ ), §to postaje definicioni skup

za inverznu funkciju, pa iz relacije x = 3y + 1 (razmenom mesta x i y) reSavajuci
po y sledi da je inverzna funkcija g za funkciju f data sa

x—1

g0 =fW="5 ve( .+ ).

by g(x) =/~ () =~V 7 x€ (0,4 ).
¢ glx)=f"1x)=vx zaxec(0,+ ).

d) Iz relacije x = — y’ posle sredivanja dobijamo inverznu funkciju

l+y
W) =70 = xe(~ ~DUL+ )
g - - 1+x7 ) ) *
Znadi, za datu funkciju f vazi da je f(x) = g(x) = f'(x) zasvex € (— ,—1)U

(L+ ).
Podseti¢emo se da je grafik funkcije f : A — B podskup G skupa R*=R xR

dat sa
Gr = { (x,f(x))‘ xeA}.

Broj xo € A je nula funkcije f : A — B, ako je f(xo) = 0. Geometrijski, nule
funkcije f su preseci njenog grafika G sa x-osom.

Skup A C R je simetri¢an (prema koordinatnom pocetku) ako za sve x € A vazi
—x €A.

Funkcija f: A — B, gde je skup A simetriCan, je parna, ako vazi

(xeA) f(—x) = f(x).

Geometrijski, to znaci da je grafik parne funkcije osno simetriCan u odnosu na
y-osu.
Funkcija f: A — B, gde je skup A simetrican, je neparna, ako vaZzi

(Vxed) f(=x)=—f(x).

Geometrijski, to znaci da je grafik neparne funkcije centralno simetrican u odnosu
na koordinatni pocetak.
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Funkcija moZe biti ili parna, ili neparna ili ni parna ni neparna, a jedine trivi-
jalne funkcije koje su i parne i neparne su funkcije identicki jednake nuli na svom
simetricnom domenu.

Primer 1.9. Ispitacemo parnost, odnosno neparnost sledecih funkcija na njihovim
prirodnim domenima:
a) f(x)=x>+1; b) f(x)=sinx+x.

a) Kako je za svako x € R, f(—x) = (—x)>+1=x*+1= f(x), to je funkcija f
parna.

b) Kako je za svako x € R,
f(=x) =sin(—x) + (—x) = —sinx —x = —(sinx 4+ x) = — f(x),
to je funkcija f neparna.

Funkcija f je ogranicena na skupu X C A ako postoje m,M € R sa osobinom
(Vx € X) m < f(x) <M, ili, ekvivalentno, ako postoji C > 0 sa osobinom (Vx €
X) |fwl<c.

Funkcija f : A — B je periodic¢na na A ako postoji realan broj # 0 sa osobinom

(VxeA) flx+ )=r(x).

Broj se tada naziva period funkcije f : A — B.
Osnovni period funkcije f je najmanji pozitivni period te funkcije (ako postoji).

Na primer, funkcija f(x) =A-sin( x+ ), x€R, uzusloveA #0, #0,je
periodi¢na sa osnovnom periodom —. (PokaZite to!) Funkcija y(x) = C, x € R, je

periodi¢na sa proizvoljnom periodom 7' > 0, ali nema osnovni period.

Primer 1.10. Odredi¢emo periodicnost slede¢ih funkcija na njihovim prirodnim
domenima:

a) f(x)=2sin5x; b) f(x)=cos3x+3sin3x.
2
a) Funkcija je periodi¢na sa osnovnom periodom 5
. C . 2
b) Funkcija je periodi¢na sa periodom 3

Ako je ispunjen jedan od sledeca Cetiri uslova za funkciju f, kazemo da je f
monotona funkcija.
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1. Funkcija f: A — B raste na A, ako za svaki par x1,x, tacaka iz skupa A vazi

x1 <x2 = f(x1) < f(x2).

2. Funkcija f: A — B ne opada na A, ako za svaki par x1,x; taCaka iz skupa A
vazi
X1 <x = f(x) < fx).

3. Funkcija f : A — B ne raste na A, ako za svaki par x,x, tacaka iz skupa A
vazi
x1 <xy = f(x1) > flx).

4. Funkcija f: A — B opada na A, ako za svaki par xj,x, tacaka iz skupa A
vazi
x1 <xp = f(x) > f(x).

Funkcija f : A — B ima lokalni maksimum (respektivno strogi lokalni maksi-
mum) u tacki xo € A ako postoji okolina U(xg) = (a,b) tacke x( sa osobinom da
vazi

x€ (@b)NA = £(x) < f(x)
(respektivno x€ (a,b)NA)A (x#x0) = f(x) < f(x0)>;

Funkcija f : A — B ima lokalni minimum (respektivno strogi lokalni minimum)
u tacki xo € A ako postoji okolina U (xg) = (a,b) tatke x( sa osobinom da vazi

x € (a,b)NA = f(x) > f(xo)

(respektivno (x € (a,D)NA) A (x # x0) = f(x) > f(x0)>.

n:n

Za izraze "maksimum"i "minimum"koristi se i zajednicki termin "ekstremna
vrednost", ili, krace, "ekstrem".

1.3.2 Elementarne funkcije
Stepena funkcija

Primer 1.11. U istom koordinatnom sistemu nacrtaemo grafike sledeéih funkci-
ja:
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D f)=2, g =x k)=
b) fix)=-2*  gl)=-x"  h(x)=-x%

) f('x) =X g(X) :X37 h(x) :xs;

Slika Slika 1.2.
d) S\fe(“fl),lﬂkcg’é u ov&({lkﬂi;ﬂ{u umafi',l % SVOJ% prirodne definicione skupove isti

skup, naime skup realnih brojeva i imaju jednu nulu u tacki x = 0.

a) Skup vrednosti sve tri funkcije je interval [0,+ ) i parne su. Sve tri funkcije
opadaju nad (— ,0), a rastu nad (0,4 ), pa imaju (lokalni i globalni) minimum
u tacki x =0 (sl. 1.1).

b) Skup vrednosti ove tri funkcije je interval (— ,0] i parne su. Sve tri funkcije
rastu nad (— ,0), gppadaju nad (0,+ ), pa imaju (Iafiplniji globalni) maksimum

B)t%ﬁ%(ﬁﬁc V:reodg%'st%'%liih funkcija je skup R. Sve tri funkcije su neparne, rastuce
funkcije na R. (sl. 1.3).

d) Skup vrednosti ovih neparnih opadajuéih funkcija je R (sl. 1.4).
Uopste vazi za s € Rix > 0 da je (videti detaljnije u glavi 3):

X =a"% (a>0,a#1).

Polinomi
Funkcija
Py(x) = apx" +ap X" '+ +aix+ap, xR, (1.4)
gde su koeficijenti aj, j = 0,1,...,n, realni brojevi, naziva se polinom stepena

n € N, ako je koeficijent a, # 0. Po definiciji uzimamo da je konstanta polinom
nultog stepena. Dva polinoma su jednaka ako su istog stepena i ako su koeficijenti
uz iste stepene jednaki.

Polinom P, (x) posmatramo i za x € C. Tada je broj xo € C nula polinoma P, (x),
ako je P,(xp) = 0. Ako je broj xp nula polinoma P,(x), koji je racionalan, realan
odn. kompleksan broj, tu nulu ¢emo zvati racionalnom, realnom odn. komplek-
snom nulom tog polinoma.

Teorema 1.14. (Osnovni stav algebre.) Svaki polinom stepena n € N ima bar
Jjednu nulu u skupu kompleksnih brojeva.



32 Glava 1. Uvod

Ako je xp realna nula polinoma P, (x), tada postoji polinom sa realnim koefici-
jentima Q,_1(x), gde je Q,_1(x) = by_1X" ' + b, 2x"2+--- 4+ byx+ by, stepena
n—1, tako da vazi

P,(x) = (x—x0)Qn_1(x). (L.5)
Broj xo € R je realna nula m—tog reda polinoma P, (x) iz (1.4), ako postoji polinom
sa realnim koeficijentima R, (x), stepena n — m, takav da je R, (xo) # 0 i vazi

Py (x) = (x —x0)"Ry—m(x).

Uopste, svaki se polinom P, (x) sa realnim koeficijentima, oblika (1.4), stepena
n, moZe na jedinstven nacin napisati kao proizvod

Py(x) = ap(x—x1)™ - (x—x,)" - (P +bix+c)V - (6 +bx+cy),  (1.6)
gde za prirodne brojeve m;, j = 1,...,r, i prirodne brojeve [y, k = 1,...,s, vazi
n=m+ - +m+2(l +---+I).

U relaciji (1.6) x; su medusobno razliite realne nule polinoma P,(x), reda m;,
j=1,...,r, dok su nule kvadratnih trinoma x> + byx + ¢y, k = 1,...,s, konjugova-
no-kompleksne nule polinoma P, (x).

1z prethodne teoreme 1.14 sledi:

Za svaki polinom stepena n € N postoji tacno n (realnih i/ili kompleksnih) nula,
medu kojima moZe biti i jednakih.

Naéi realne nule polinoma iz (1.4) je, u opstem slucaju, slozen zadatak. Sto
se tie racionalnih nula tog polinoma, uz dodatni uslov da su svi koeficijenti a;,
j=0,1,...,n, celi brojevi, vazi sledece jednostavno tvrdenje.

Teorema 1.15. Neka je P,(x) polinom iz (1.4) sa celim koeficijentima. Ako je ra-
zlomak p/q nula polinoma P,(x), gde su p € 7 i q € N relativno prosti brojevi (t].
razlomak p/q se ne moZe uprostiti), tada vazi:

1. imenilac p je Cinilac slobodnog ¢lana ay;
2. brojilac q je Cinilac koeficijenta a,.

Teorema 1.15 daje potencijalne racionalne nule datog polinoma sa celim ko-
eficijentima. Postupak koji omoguéava da se odrede koeficijenti bg,by,...,b,—1
polinoma Q)1 (x) iz (1.5) i proveri da li su potencijalne vrednosti zaista nule datog
polinoma, naziva se Hornerova shema.

Objasni¢emo primenu Hornerove sheme. Neka je x = x9 moguca racionalna
nula datog polinoma, odredena na osnovu teoreme 1.15. Stavimo

bn—l = dy, bn—2:x0bn—l+an—17-~-7 b0:X0b1+a1,
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odnosno, u opstem slucaju,
by = xobgy1 +aiy1, k=0,1,....n—1.

Osim toga, neka je
r=xobo +ap.

Sada postoje dve mogucnosti:

1. ako je r =0, tada je x = xg nula posmatranog polinoma;

2. ako je, medutim, r # 0, tada pretpostavljena vrednost x = xy nije nula pos-
matranog polinoma.

U praksi, to se proverava na slede¢i nacin:

Prvo se ispiSu svi koeficijenti datog polinoma, tj. ukljucujuci i one koji su jed-
naki nuli. Na osnovu gornjih jednakosti za koeficijente by, k =0,1,...,n— 1, 1 broj
r pravi se sledeéa shema:

ay Au—1 Ap—2 ... Gk ... ap | X=X
bn_1 bn_g bk b() ’ r

i primeni gornja analiza o odnosu brojeva r i 0.

Primer 1.12. Odredi¢emo racionalne nule polinoma P (x) = x> +3x> — 4x — 12.
Za dati polinom posmatrajmo delitelje broja 12, jer je ap = 12. To su brojevi

1,42, 43, 44,46, +12.

Kako je a, = a3z = 1, to su ovi celi brojevi i jedine moguce racionalne nule
datog polinoma. Ispitacemo da li je x = 1 nula posmatranog polinoma:

1 3 —4 —12 | x=1
1 4 0 | -12

Drugi red u ovoj shemi je dobijen u skladu sa prethodno objasnjenom Hornerovom
shemom. Prvi broj u drugom redu, 1, se prepise iz prvog reda i upiSe u drugu
kolonu. Zatim se nalaze brojevi4 =1-143, 1-4+ (—4) = 0 i konacno se dobija
ostatak 1-04(—12) = —12.)

Kako je zadnja cifra u drugom redu —12 (tj. r = —12, to x = 1 nije nula datog
polinoma.

Ispitacemo da li je x = 2 nula posmatranog polinoma:

13 —4 —12 |  x=2
15 6 | o0
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Kako je zadnja cifra u drugom redu 0, (tj. r = 0), to je x = 2 nula datog polinoma.
Prema tome vaZzi

X432 —4x—12= (x—2)(x> +5x +6).

Postupak se dalje nastavlja, tako Sto se sada traZe nule novog polinoma drugog
stepena. To se sada moZe uraditi ili re§avanjem kvadratne jednadine Q,(x) = x% +
5x46 =0, ili, kao $to ¢emo mi to uraditi, ponovo pomoc¢u Hornerove sheme.

Ako proverimo da li je x = —2 nula polinoma Q5 (x), tada imamo

1 56 | x=-2
13 | o,

§to znadi da je druga nula polinoma P3(x), broj x = —2. Analognom proverom
takode se pokazuje da je trea nula —3. Prema tome, vazi

X430 —4x—12 = (x—2)(x+2)(x+3).

Racionalne funkcije

Funkcija

; X€ER\{xeR|Py(x) =0}, (1.7)

gde su P,(x) i Q;y(x) polinomi stepena n odnosno m, naziva se racionalna funkcija.
Posebno znacajni primeri racionalnih funkcija su elementarne racionalne funk-
cije
Ax+B

—_— ke N 1.8
(x2+ px+q)’ €5 (1.8)

G—a)’ jEN, i

gde su nule polinoma x> + px + ¢ konjugovano—kompleksne.

Teorema 1.16. Racionalna funkcija oblika (1.7) se moZe na jedinstven nacin na-
pisati kao zbir elementarnih racionalnih funkcija oblika (1.8), i, ako je m > n, joS
Jjednog polinoma stepena manjeg ili jednakog sa m — n.

Teorema 1.16 e biti posebno znacajna kod izracunavanja neodredenih inte-
ar;l: gl(ﬂ(%nil‘lgl‘lh ff&rikgj j, gde se moZe nadi joS§ VIS§Iﬂ?§aﬂg.0 ﬁ)ccbogallgégleunkm-

J
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Eksponencijalne i logaritamske funkcije

Eksponencijalna funkcija f(x) = a*, x € R, raste zaa > 1 (slika .5 zaa =2) i
opada za 0 < a < 1 (slika 1.5 za a = 1/2 - isprekidana linija). Funkcija f je pozi-
tivna za sve x € R, pa nema nula. Eksponencijalna funkcija bijektivno preslikava
Rna (0,+ ). U 3. glavi éemo datu preciznu definiciju eksponencijalne funkcije.

Primer 1.13. Nacrtacemo grafik funkcije f(x) = e~ (=2 (Gausova'? kriva) (sl.

L7). Slika 1.7.

Funkcija f je definisana na intervalu (— ,+ ), skup vrednosti je interval
(0,1), ima maksimum u tacki x = 2 i ogranic¢ena je na svom definicionom skupu,
jerje0 < f(x) < 1,xeR(sl. 1.7).

Logaritamska funkcija f(x) = log,x, x > 0, je inverzna za eksponencijalnu
funkciju y = a*. Funkcija raste za a > 1 (slika 1.6 zaa =2) iopadaza0 < a < 1
(slika 1.6 za a = 1/2 - isprekidana linija). Nula funkcije je x = 1. U 3. glavi ¢emo
datu preciznu definiciju logaritamske funkcije.

Trigonometrijske funkcije

U ovom potpoglavlju k£ uvek oznacava ceo broj, tj. k € Z.

Funkcija f(x) = sinx je definisana za sve x € R, i njen skup vrednosti je interval
[—1,1]. Neparna je i periodi¢na sa osnovnom periodom 2 . Nule su u tatkama x =
k . Naintervalu oblika (— /2+42k , /2+2k ) raste, a opada na intervalu oblika
( /242k ,3 /2+2k ). Funkcija ima maksimume u taCkama x = (4k+1) /2,a

minimugja (pekamax = (He+3) /2 (lika 18). g 19, £(x) = cosx

Funkcija f(x) = cosx je definisana za sve x € R, i njen skup vrednosti je inter-
val [—1,1]. Funkcija je parna i periodi¢na sa osnovnom periodom 2 . Nule funk-
cije su u taCkama x = /2+k . Na intervalu oblika (2k ,(2k+1) ) opada, a na
intervalu oblika ((2k+1) ,(2k+2) ) raste. Funkcija ima maksimume u tackama
x =2k ,aminimume u taCkama x = (2k+ 1) (slika 1.9).

Slika 1.10. f(x) = tgx Slika 1.11. f(x) = ctgx

sin
Funkcijatgx = el je definisana za sve x € R za koje je cosx # 0, tj. na skupu

R\ {(2k+1) /2| k € Z}. Skup vrednosti je R. Funkcija je neparna i periodi¢na
sa osnovnom periodom . Nule funkcije su u taCkama x = k . Nema ekstremnih
vrednosti, i na intervalu oblika (— /2+k , /2-+k ) raste. Vertikalne asimptote

12K F. Gauss (1777-1855)
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(videti trecu glavu) grafika su prave x = (2k+ 1) /2 (slika 1.10).

co
Funkcija ctgx = ﬂ je definisana za sve x € R za koje je sinx # 0, tj. na skupu

R\{k |keZ}. Sl?u);) vrednosti je R. Funkcija je parna i periodi¢na sa osnovnom
periodom . Nule funkcije su u tackama x = (2k+1) /2. Funkcija nema ekstrem-
nih vrednosti, i na intervalu oblika (2k ,(2k+ 1) ) opada. Vertikalne asimptote
(videti treu glavu) grafika su prave x =k (slika 1.11).

Inverzne trigonometrijske funkcije (ciklometrijske funkcije)

Osnovne trigonometrijske funkcije nisu monotone na svojim definicionim sku-
povima. Zbog toga, da bi se uopste mogla definisati inverzna funkcija bilo koje od
njih, potrebno je prvo izvrsSiti restrikciju polazne osnovne trigonometrijske funk-
cije na interval (po moguéstvu $to veéi!) na kome ona jeste monotona. Inverzne
funkcije trigonometrijskih funkcija dobijaju prefiks "arc", tj. arcsin, arccos, arctg i
arcctg.

Funkcija f(x) = arcsinx je, po definiciji, inverzna funkcija za funkciju Fi (x) =
sinx, x € [— /2, /2], koja je restrikcija funkcije F(x) = sinx, x € R, na interval
[— /2, /2]. Vaino je primetiti da na intervalu [— /2, /2] funkcija Fj raste, a da
je njen skup vrednosti interval [—1,1]. Zbog toga je definicioni skup funkcije f
interval [—1,1], a njen skup vrednosti interval [— /2, /2]. Dalje, funkcija f je
neparna, rastu¢a i ima nulu u x = 0 (slika 1.12). Na slikama 1.12-1.15 ispreki-
danim linijama su nacrtane trigonometrijske funkcije, a sa punim linijama njihove
odgovarajuée inverzne funkcije.

Slika 1.12. f(x) = arcsinx Slika 1.13. f(x) = arccosx

Funkcija f(x) = arccosx je, po definiciji, inverzna za monotonu funkciju
F1:]0, ]— [—1,1] datu sa F;(x) = cosx, koja je bijekcija. (Proveriti!) Definicioni
skup funkcije f je interval [—1, 1], skup vrednosti je interval [0, ], i opada (slika
1.13).

Funkcija f (x) = arctgx je, po deﬁniciji inverzna za monotonu funkciju

:( Rg/ ]Z & datu s Fi(x) = tgx. Ikkc f finisana na celom
skupu n]en skup clnoseh eg(x / 2 /2), rastuca ]e 1 ne ja (s?ilrﬁgt%)h).

Funkcija f(x) = arcctgx je, po definiciji, inverzna za monotonu funkciju
Fi:(0, ) — R, datusa Fj(x) = ctgx. Funkcija f je definisana na celom skupu R,

njen skup vrednosti je (0, ), i opadajuca je. Ova funkcija nije ni parna ni neparna
(slika 1.15).

Primer 1.14. Nacrtacemo grafike sledecih funkcija:
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a) f(x)=sin(arcsinx); b) f(x) = arcsin(sinx).

a) Funkcija arcsinx je definisana na intervalu [—1, 1], te vazi f(x) =x, x € [—1,1]
(slika 1.16).

Slika 1.16. f(x) = sin(arcsinx) Slika 1.17. f(x) = arcsin(sinx)

b) Funkcija arcsin(sinx) je definisana na celom skupu R, jer je |sinx| < 1. Pe-

x, —5<x< /2%
riodi¢na je sa periodom 2 ,ivazi (slika 1.17): f(x)= 2
—x, /2<x<3 )2

Definicija 1.18. Osnovne elementarne funkcije su:

stepena funkcija: f(x) =x*, x € (0,+ ), zafiksnose€R
(specijalno za s = 0 data funkcija je konstanta),

eksponencijalna funkcija: f(x) =a*, x€éR, a>0ia#1;

logaritamska funkcija: f(x) =log,x, x€ (0,+ ) a>0ia#1;
trigonometrijske funkcije: f(x) =sinx, xeR; f(x) =cosx,x€R; f(x)=tgx, x€
R\{Z50 [kez}:  f()=cigr, xeR\{k [keZ);

inverzne trigonometrijske funkcije (ciklometrijske funkcije) (sa eventualnom re-

strikcijom domena).

Elementarna funkcija je svaka osnovna elementarna funkcija i funkcija koja se
dobija primenom konacnog broja algebarskih operacija: sabiranja, oduzimanja,
mnoZenja i deljenja, i operacije kompozicije funkcija, na osnovne elementarne
funkcije.

1.3.3 Parametarsko zadavanje krivih

Neka su na intervalu I = [ , | date dve funkcije x= (t)iy= (1), t €
I. Skup svih tacaka ravni koje su odredene koordinatama ( (¢), (¢)), t €1 (uz
dodatne uslove o diferencijabilnosti funkcija 1 , detaljnije u 4. glavi i Analizi
II), predstavlja krivu datu parametarski.

Primer 1.15. Nacrtati krive date parametarski, ako je a > 0,1 € R:

x =a(t —sin X = acos’ —
a){ (r —sinz), b){ cos’t, 9 {xat/(1+t3),

y=a(l —cost); y=asin’t; y=at’/(1+13).

Prva kriva se naziva cikloida, druga astroida, a treCa Dekartov list.
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Slika 1.18. Cikloida. Slika 1.19. Astroida.

a) Funkcija y = f(x) je definisana na skupu R, i po 7 periodi¢na sa periodom 2 .
Na osnovu sledece tabele, mozemo nacrtati cikloidu (slika 1.18 za a=1):

110 /4 /2 3 /4 32 2

x|0 a(/4—ﬂ/z> al /2—1) a<3 /4—&/2) a | a3 241) | 24

y |0 a(l—ﬂ/z> a a(1+\@/2) 2a a 0

Slika 1.20. Dekartov list. Slika 1.21. Arhimedova spirala.

b) Akoje 0<r< /2, tadaje 0<x<a (t=0,x=a,y=0,1t= /2,x=0,
y=a). Akoje /2<t< ,tadaje —a<x<0 (t= ,x=—a,y=0). Astroida
je predstavljena na sl. 1.19 (za a=1).

¢) Za a = 3 imamo grafik Dekartovog lista, sl. 1.20.

1.3.4 Kirive date u polarnim koordinatama

Za svaku taﬁgqlllké {X3») ravni, izuzev koordinatnoglﬂgc{:qtlgg 0(0,0), postoje
Jedng A BRI PHIEHE U areaallsd ) | Aol sl gofes €

(0 ta V j (pre—dsta\%ia Kriba za&altlu u polgrn1r<1 kogrséﬁna%amaa(ﬁ%gql%l)e

koordlnate tacke lika 1

Primer 1.16. Nacrta¢emo sledece krive zadate u polarnim koordinatama (a > 0) :

a) =a (Arhimedova spirala); b) =a(l+cos ) (kardioida);

¢) =da’cos(2 ) (Bernulijeva lemniskata).
a) Na slici 1.21 predstavljena je Arhimedova spirala za a = 1. Primetimo da kada
polarni ugao raste od 0 do + , tada i polarni radijus raste od 0 do + .

b) Na osnovu sledece tabele moZemo nacrtati kardioidu (slika 1.24 zaa = 1):

0 /4 72 3 /4 3 /22
2a a(l—l—ﬂ/Z) a a(l—\@/2) 0 a 2a

c)Funkcija = ( )jedefinisanazacos2 >0,tj.za €[— /4, /4|U[3 /4,5 /4]
(slika 1.25).




Glava 2

Nizovi

2.1 Osnovni pojmovi

Definicija 2.1. Realni niz je funkcijaa: N — R.

Uobicajeno je da se pise a, = a(n), n € N. Broj a, se zove opsti ¢lan niza a sam
niz ozna¢avamo sa (a,),en, ili kraée (a,).

Primer 2.1. Navodimo nekoliko nizova sa opstim ¢lanom i nekoliko njihovih prvih
Clanova.

Opésti Clan Clanovi niza Opésti Clan Clanovi niza
1 111 1 1 23
al’l:ﬁa 17§7§7Z7"'7 bl’lzl_ﬁv 0a§7§717"'7
_ = 111 _
Cp = PE) —l,j,—g,z,..., dn—l’l7 1,273,4,...,
1\ 111 1
en:(_l)nnv _1727_3747"'7 fn:(ﬁ) ’ 29478167

Definicija 2.2. Niz a = (ay,)qen je ogranien ako postoji pozitivan realan broj M
takav da za svako n € N vaZi

lan| <M, t. —M<a, <M.
Geometrijski, to znaci da su svi ¢lanovi niza (a,),cn smesteni u interval [—M, M.

Primer 2.2. Nizovi iz primera 2.1 (a,)uen, (bn)nen i (¢n)nen su ograniceni sa 1;
niz (f,)nen ogranicen je sa %, dok nizovi (d; )nen 1 (€,)nen nisu ograniceni.

Primer 2.3. Nizovi a) x, = n(=1)" 4 b) x, = n=1" su neograniceni. Proveriti!

39
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2.2 Granic¢na vrednost niza

2.2.1 Definicija konvergentnog niza

Izdvajamo sada nizove koji imaju osobinu da se ¢lanovi niza "pribliZavaju"nekom
fiksnom broju, tj. rastojanje do tog fiksnog broja i ¢lanova niza (sem konacnog
broja) moZe da se uciniti proizvoljno malo.

Definicija 2.3. Realan broj L je grani¢na vrednost niza (a,),ecn ako za svako >0
postoji ny € N sa osobinom da za svaki prirodan broj n > ng vazi |a, — L| <

Slika 2.1.

Ako je L grani¢na vrednost (kraée: granica) niza (a,)qen, tada jo§ kazemo da
(an)nen konvergira ka broju L i piSemo r}l_{n a, =L.

Primetimo da se uz pomo¢ pojma okoline (definicija 1.16) prethodna definicija
moZe i ovako iskazati:

Realan broj L je grani¢na vrednost niza (a,)nen ako za svaku -okolinu
(L— ,L+ ) postoji ny € N sa osobinom da za svaki prirodan broj n > ng vaZi
an€ (L— L+ )(sl. 2.1).

U prethodnoj formulaciji se umesto -okoline moZe uzeti i proizvoljna okolina,
tj. otvoren interval, koji sadrZi tacku L.

Pomocu logickih simbola definicija 2.3 se moZe zapisati:

lima,=L< (VY >0)(3ngeN) (VneN) (n>np = |a,—L| < ).

Teorema 2.1. Granica konvergentnog niza je jedinstvena.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. da niz (a,),en ima dve granice, i ozna¢imo ih
sa Ly i Ly. Neka je, recimo, L; > L,. Tada za = (L; — L) /3 postoji ng takvo da
vazi

(‘v’nGN) n>nyg= ]an—Ll\ <

Tadajelo,+ <L;j— ,jerjeLij—L,=3 >2 ,tekakojea,>L;— zan>ny
sledi da je a, > L, + za n > ng. To znaci da u intervalu (L, — ,L,+ ) ima
najvise konaéno mnogo ¢lanova niza (a,),en (ne vise od ng), pa tacka L, ne moze
biti granica tog niza. U

Primer 2.4. Koriste¢i definiciju 2.3, pokaZimo da je svaki od slede¢ih nizova datih
sa opStim ¢lanom konvergentan niz:
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1 1
a)a,=—; b)b,= = > 0, oba sa granicom 0;

S 3

c) a, = P TR granicom 1.
a) Treba pokazati da za svako unapred dato pozitivho postoji prirodan broj ng
takav da vazi implikacija

1
n>ny = la,—0| < , odnosno n>ny= —< . (2.1
n

1

Kako za svako n sa osobinom n > ! vazi 1 < | to moZemo uzeti ng = [1] +1, pa

je (2.1) zadovoljeno.

Napomena. Broj [x] (Cita se: "najveci ceo od x°) po definiciji je najveci ceo broj
manji ili jednak od realnog broja x.

b) Za dato > 0 odredi¢emo prirodan broj ng tako da za svako n > ng vazi

1 1
—0‘—<.
n n

1
Ako je  pozitivan racionalan broj, tada iz zadnje nejednakosti sledi n > 7, pa
moZemo uzeti da je ng = [i\[] +1.

Ako je, medutim, pozitivan iracionalan broj, tada postoji racionalan broj

1 1 1
takav davazi 0 < < ,odnosnon <n ,tako da je ‘—0 =— < —,pa
n n n
mozemo uzeti ny = [if}%—l.
¢) Zadato > 0iz relacije
1 1 1 1
"L o o gledi n42> - ili o> ——2.
n+2 n+2

1
Za ngy se moZze uzeti bilo koji prirodan broj veéi od broja — — 2. Da bismo bili

sigurni da je izabrani broj ng prirodan, uze¢emo (na primer) nop = [1/ — 2]+ 3.

1
ntloy
n

< .
+2

Tada za svako n > ng vazi

2.2.2 Osobine konvergentnih nizova

Navescemo sada neke vazne osobine konvergentnih nizova.
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Teorema 2.2. Svaki konvergentan niz je ogranicen.

Dokaz. Neka je dat niz (a,),en koji konvergira ka broju L, tj. lim a, = L. To znaci
n—

da za proizvoljno > 0,paiza =1, postoji ng € N, takvo da za sve n > ng vazi
la,—L| <1, . L—1<a,<L+1.

Izmedu kona¢no mnogo brojeva aj,as, - - -,a,,,L —11 L+ 1 moZemo odrediti onaj
koji ima najvecu apsolutnu vrednost, i obeleZimo ga sa M. Tada za svako n € N
vazi |a,| < M. Prema definiciji 2.2, niz (a,)nen je ogranicen. O
Primetimo da niz koji je ograni¢en ne mora biti konvergentan, kako se vidi na
primeru niza sa op§tim ¢lanom a, = (—1)".
Sledeca teorema daje odnos konvergentnih nizova prema relaciji poretka.

Teorema 2.3. Ako su (an)nen i (bp)nen konvergentni nizovi, i ako postoji ng € N
sa osobinom (Y\n € N) n>ng = a, <b, (ili (VneN) n>ny = a, <b,),
tada vazi lim a, < lim b,,.

n— n—

Dokaz. Obelezimo sa a i b granice nizova (ay)uen 1 (bp)nen respektivno, i pret-
postavimo da je, suprotno tvrdenju teoreme a > b.
Iz konvergencije nizova (ay)en 1 (by)nen sledi daza = % > 0 postoje prirodni
brojevi nj i ny takvi da vazi

(VneN) n>n = |lap—al< 1 (VneN) n>ny = |b,—b| < ,
odnosno

(VneN) n>ny = a— <a,<a+ i(VneN) n>n =b— <b,<b+ .

Odavde sledi da za n > n3 = max{ng,n;,ny } vazi

a—>b a—>b
b, <b+ —b+?<a— 5

=a— <ay,

$to je u suprotnosti sa pretpostavkom da je a, < b, za svako n > n3 > nyg. U

Napomena. Primetimo da u specijalnom sluéaju, kada je b, = M (n € N), iz teo-
reme 2.3 sledi da ako je konvergentni niz (a,),cn ogranifen sa gornje strane sa
brojem M, tj. a, < M (ili a, < M) da je tada lim a, < M. Odavde sledi da za svaki

konvergentan niz ¢iji su svi ¢lanovi u nekom zatvorenom intervalu [a,b] i granica

tog niza leZi u intervalu [a, b].

Sledeca teorema o ukljeStenju niza izmedu dva konvergentna niza sa istom
granicom omogucava dokaz konvergencije konkretnih nizova.
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Teorema 2.4. Ako za nizove (an)neN, (bn)nen i (¢n)nen postoji broj ng € N sa
osobinom n>ny = a, < b, < cp, tada vazi implikacija

(lima, = lime, =L) = (limb, =1).

n— n— n—

Dokaz. Prema pretpostavci, za dato > 0 postoje prirodni brojevi n; i n, takvi da

vaze implikacije

(VneN) n>n = |la,—L|< i (VneN) n>n = |e,—L| <

Na osnovu toga za n > n3 = max{ng,ny,ny } vazi
L— <ap<b,<cy, <L+ , teje |b,—L|< ,

$to znaci da je lim b, = L. U
n—

Primer 2.5. Na osnovu teoreme 2.4, odrediéemo sledee grani¢ne vrednosti:

2

1 1
a) lim—; b) lim ¢) lim—; d) limqg", |¢|<1.
n— n! n— 2N n—

n— IT!;
. 1 1 .
a)Kakoje 0 < — < —) toje
n! " n

1 1
0<Ilim — < lim —.

n— n. n— n

1
Na osnovu primera 2.4 a) i teoreme 2.4 sledi lim - = 0. Primetimo da je ulogu
n— n

niza (ay, )en iz teoreme 2.4 preuzeo niz sa opstim ¢lanom a, = 0.

b) Na osnovu relacija

n? n 1 < n 1 -9
- = . . , n ,
n' n—1 (n=2)---1 n—-1 n-2
i jednakosti lim Ll T 0, sledi (¢lanovi datog niza su pozitivni) da je
n— n—1 n—
2
lim = =0
n— n!

¢) Po binomnom obrascu vazi

-1 1 1
2”:(1+1)":1+n+w+-'-+1>n, dakle —- < -,

2 2 n
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1 1 1
paje lim o < lim —. Na osnovu teoreme 2.4 sledi lim o= 0.
n— n—

n— n
1
d) Posmatra¢emo prvo slucaj kada je 0 < g < 1. Tada je g = T h >0, paje
1

q' = (hy Na osnovu Bernulijeve nejednakosti (1.1) i njene posledice

(1+h)">nh, h>0,
vaZzi da je

oo 11
T=+n = un

Kakojer}i_r)nnl—h:O,toje 0§}i_r}nq”zO,za0<q< 1.
Akoje —1 <g<0,tadazaq; = —qgvazi0 < q; <1, paje
lim ¢" = lim (—1)"¢} = 0.
n— n—
Niz sa op$tim ¢lanom ¢" divergira (videti definiciju 2.4 na kraju ovog poglavlja)
za |g| > 1 (dokazite to!).

Sledeca teorema daje odnos konvergentnih nizova prema algebarskim operaci-
jama.

Teorema 2.5. Ako nizovi (an)nen i (bn)nen konvergiraju, tada vaZi

a) lim (a, £ b,) = lim a, £ lim b,
n— n— n—

tj. granica zbira (respektivno razlike) konvergentnih nizova postoji i jednaka je
zbiru (respektivno razlici) njihovih granica;

b) l}gn(anbn) :r}l_{n an',}i_r)n by,

tj. granica proizvoda konvergentnih nizova postoji i jednaka je proizvodu njihovih
granica;

. a
¢) lim—=2"—o.
n— b, limb,

n—

uz uslov b, #0, za svako n€N i lim b, #0,

tj., pod gornjim uslovima, granica koli¢nika konvergentnih nizova postoji i jednaka
Jje kolic¢niku njihovih granica.
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Dokaz. Neka su brojevi a i b granice nizova (ay)nen i (bn)nen, respektivno.

a) Kako su nizovi (ay)nen 1 (by)nen konvergentni, to za proizvoljno > 0 postoje
prirodni brojevi n; i ny takvi da vaze implikacije

(VneN) n>n; = la,—al< /2 1 (VneN) n>ny = |b,—b| < /2.

Na osnovu toga, za n > nyp = max{ni,ny } je

[(@tba) = (a+b)| = |(an—a)+(ba—)| < lay—al + b, —b] < 5+ 5

)

odakle sledi tvrdenje.

b) Prema teoremi 2.2 je svaki konvergentan niz ogranicen, pa postoji konstanta
M, >0 saosobinomdajezasven €N, |b,| <M,. Stavimo sada M = max{|a|,M }.
Tada je M > 0. Za proizvoljno > 0 postoje prirodni brojevi nj i ny takvi da vaze
nejednakosti:

(VnEN)n>n1:>\an—a|<W i (VneN)n>n2:>\bn—b\<W.

Na osnovu toga, za n > n3 = max{ny,ny } vazi
lay-by—a-b| = l|ay-by—a-by,+a-b,—a-b|=|b,(a,—a)+a(b,—Db)]

= |bulla, —al +lallb, — b < Mo + M
<

¢) Pod pretpostavkom da granica b niza (b,)nen nije nula, pokazimo da se moze
odrediti prirodan broj ng takav da vazi

(VneN) n>ng= |ba| > |b|/2.

Ovo sledi direktno iz definicije grani¢ne vrednosti niza (definicija 2.3). Drugim
reCima, u intervalu (—|b|/2, |b|/2) ima najvise kona¢no mnogo ¢lanova niza (b, ),en-
Iz konvergencije nizova (a,)nen i (by )nen sledi da za proizvoljno > 0 postoje
prirodni brojevi n; i ny takvi da vaze nejednakosti
bl

(VneN)n>n1:>|an—a|<T i (VnEN)n>n2:>Z;-]bn—b|<

[N
i
Na osnovu toga za n > n3 = max{no,ni,nz} je

a,-b—a-b+a-b—a-b,
b-b,

a,-b—a-b,
b-b,

a, a

b, b
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|bllan —a| +|allby —b] _ 1 < lal
= < |an —a| + — |bn — b|
[bu] - 1B] 0] bl

1o(p b
(PP O
|b\/z<4 7 )=

Primer 2.6. Koristeci primer 2.4 b) i osnovne osobine konvergentnih nizova, odre-
dicemo sledeée grani¢ne vrednosti:

_2n°—3n+1 —
a) lim n+3n+2 b) hm( n+2 f)
2n° —3n + 1 w(2-+%
w fim 203 R tis)

= l1im =
el i 3n+2  ne pS (143 + %)

b) Racionalizacijom brojioca dobija se

. (Vn2—/n) (Vn+2+/n)
hm (x/n+ f) = ,}1—> JntatoJn

lim > —
= /n+2+4/n

Teorema 2.6. Ako je (ay,),en konvergentan niz, tada vaZe sledece jednakosti:

a) lim(A-a,)=A-lima,,

n—

gde je A proizvoljna konstanta razlicita od nule;

b) lim (an)k = ('}gn a,)k, gdeje keN,;

c) }En(/a?z k/r}i_r)nan, gde je k € N.

Ako je k paran broj, mora se dodatno pretpostaviti da su ¢lanovi niza (a,)nen
nenegativni.
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Dokaz.
a) Sledi iz teoreme 2.5 b), ako se stavi b, = A, n € N.

b) Sledi primenom matemati¢ke indukcije i tvrdenja iz teoreme 2.5 b).

¢) Sledi iz b) posle smene /a, = by, tj. a, = (bn)k, neN. O

Teorema 2.7. (Bolcano-Vajer$tras) Svaki ogranicen niz a = (an)nen sadrZi kon-
vergentan podniz.

Dokaz. Obelezimo sa S skup vrednosti funkcije a, tj.
S={a,=a(n)|neN}.

Ako je S konacan skup, u tom slucaju postoji £ € S i strogo rastuci niz prirod-
nih brojeva (ny)ren takav da vazi a,, =an, = ... =a,, = ... = {. Znadi postoji
(stacionarni) podniz (ay, Jken niza (a,)qen koji konvergira.

Ako je S beskonacan skup, tada prema Bolcano—VajerStrasovom principu 1.11
sledi da skup S ima bar jednu tacku nagomilavanja; obeleZimo je sa ¢. Prema
definiciji tacke nagomilavanja skupa, u svakoj -okolini tacke ¢ ima bar jedan el-
emenat skupa S, koji je razliCit od /. Za = 1 postoji broj n; sa osobinom da
je 0 <lay —¥¢ < 1. Dalje, za = 1/2 postoji broj ny > n; sa osobinom da
je 0 < |an, — | < 1/2. Nastavljajuci ovaj postupak, dobijamo strogo rastuci niz
(ng)ken prirodnih brojeva sa osobinom da je 0 < |a,, —¢| < 1/k, za sve k € N.
Niz (ay, )ken je traZeni konvergentni podniz niza (ay),en. O

Napomena. U dokazu prethodne teoreme je sadrZano sledece tvrdenje (videti
poglavlje 2.7 o podnizovima i tacki nagomilavanja niza):

Ako niz (an)nen ima tacku nagomilavanja { tada postoji njegov podniz (apn, ) ken
tako da I}im an, = 1.

Za niz koji ne konvergira, kaZzemo da divergira. lzdvoji¢emo dve klase diver-
gentnih nizova.
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Definicija 2.4.

1. Niz (ay)nen divergira u plus beskonacno, u oznaci lim a, =+ , ako za svaki
n—

realan broj M > 0 postoji broj ng € N takav da za svako n > ny vaZi a, > M.

2. Niz (ay)nen divergira u minus beskonacno, u oznaci lima, = — , ako za
n—

svaki realan broj M > 0 postoji broj ny € N takav da za svako n > ng vazi
a, < —M.

Ocevidno je da niz koji divergira u plus beskonacno ili u minus beskonacno ne
moZe biti ogranicen.

Niz sa opStim ¢lanom d,, = n divergira u plus beskonacno (to je, u stvari, niz
prirodnih brojeva), dok niz sa opstim ¢lanom e, = (—1)"n jeste divergentan (tj. nije
konvergentan), ali niti divergira u minus beskonacno niti u plus beskonacno.

2.3 Monotoni nizovi

Definicija 2.5. Niz (a,)nen je monoton, ako zadovoljava jedan od sledeéa Cetiri
uslova:

1. Niz (ap)nen je rastuci ako za svako n € N vaZi a, < apy1;
2. Niz (ay)nen je neopadajuci ako za svako n € N vazi a, < apy1;

3. Niz (an)nen je nerastuci ako za svako n € N vazi a, > a,+ opadajuéi ako za
svako n € NvaZi a, > a,4.

Na znacaj monotonih nizova ukazuje sledeca teorema.

Teorema 2.8. Neopadajuci niz ogranicen odozgo je konvergentan. Nerastuci niz
ogranicen odozdo je konvergentan.

Dokaz. Neka je niz (a,)neny neopadajuéi, tj. (Vn € N) a, < ay+1 1 neka je
ograni¢en odozgo, tj. postoji konstanta M > 0 takva da vazi (Vn € N) a, < M.
Prema tome, skup vrednosti X datog niza X = {a,| n € N} je takode ogranicen
odozgo, pa prema teoremi o supremumu (videti prvu glavu) postoji najmanje gornje
ograniCenje s = supX. Pokazaéemo da je broj s granica niza (a,),en. Broj s je
gornje ogranicenje skupa X, pa vazi

(VneN) a, <s. (2.2)



2.4. Niz (1+1/n)" 49

Budu¢i da je broj s najmanje gornje ogranicenje skupa X, to za svako >0
postoji ¢lan a,, datog niza takav da je

s— < y,- (2.3)
Niz (ay)nen je neopadajudi, pa iz relacija (2.3) i (2.2) sledi
(VneN) n>ny = s— <ap<a,<s<s+ .

To znaci da za svako > 0 postoji ng € N takvo da vazi n >ng = |s—ay| <
odakle sledi konvergencija niza (a,)nen-
Sli¢no se pokazuje da odozdo ogranicen nerastuci niz ima infimum, koji je

granica tog niza. U
1 n
24 Niz (1+-
n
1 n
Pokaza¢emo da je niz dat opstim ¢lanom a, = | 1+ > rastuci i ogranicen
n

odozgo. Na osnovu teoreme 2.8 sledie da ovaj niz konvergira. Njegova granica je
iracionalan broj e =2,71828..., tj

1 n
lim <1+> =e.
n— n

an

Prvo ¢emo pokazati da je koli¢nik manji od jedinice, §to ¢e znaciti da dati
ani1

niz (a,)nen raste. Pre svega je

o _ D (N1 e
= T 2 = n :
wet ()™ \E) E () 2

N
(3]

(n+1)2

N

Na osnovu Bernulijeve nejednakosti (1.1), vazi
n n
n(n+2) (1 1 S n ’
(n+1)? (n+1)? (n+1)?

a, < 1 n+1 _n3+3n2+3n+1
i1~ 1— " n+2 nP+3n2+3n+2

(4172

paje

2.4)
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Drugo, pokaza¢emo da je niz (a,),en ogranicen sa gornje strane. Na osnovu
binomne formule (1.3) je
(1+1)":1+1+n(n—1) n(n—l)(n—2)~-(n—(n—l)).
n

2112 o nlnt

Sabirke na desnoj strani ¢emo majorirati na slede¢i nacin:
nn—1) 1 1 1
-7 = —(1-= —
2 2 < n) <2
nn—1)(n—2) 1 1 2 1
—_— = 1= ) (1= )<=
3!-n3 3! n n 3!’

n<n_1)-’.1-!§2n—(;'1—1)> : nl'(l_i) (1_i>...<1_”;1><nl!.

Tako dobijamo

11 1
ot +—<1+1+ +t st t

1+1 ' < 1+1+1+
n 2 22 2n=

- ()"
1

1-3

3!

1+ <142=3.

1 n
Dakle, niz sa opsStim ¢lanom niz <1 + > je rastuéi (relacija (2.4) i, prema
n
(2.5), ograni¢en odozgo sa brojem 3, pa je na osnovu teoreme (2.8) konvergentan.
1 n
Ako obeleZimo sa e granicu niza sa op$tim ¢lanom (1 + ) , dobijamo relaciju
n

(2.4).
Preciznije, za svako n € N vazi

1 n 1 n+1 1 n+1
1+-— 14— <lim |1+ —— =e. (2.5)
n n+1 n— n+1

Broj e, definisan sa (2.4), je iracionalan broj e =2,71828...; taj broj je i osnova
prirodnih logaritama, u oznaci In.

1 n
Primer 2.7. Znajuéi da je lim <1 + > =e,1da hm ap, = a povlaci lima, =
n— n

n—

a ( €R),a, >0 (neN) (videti 3. glavu, neprekldnost funkcija) odrediéemo
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sledece granicne vrednosti:

1 3n ) 3 3n+2 1 n
aylim(1+-) : b lim [ 2" e i
n— n n— 2n n— n—1

1 3n 1 n\ 3
a) lim <1+) = <1im <1+> ) =é.
n— n n— n

o (2n+3\ " 3\ 3\% 1
"),}Hn< o > =lim {1+5-) -lim {145} =lim |1+

3

wlg
o

1 n+1
Primer 2.8. Posmatrajmo niz dat sa a, = <1 + > , neN.
n

a) Dokazaéemo da je a, > a,4+1 > 0, iodrediti lim a,,.
n—

b) Dokazac¢emo nejednakost:

1 1 1
<1n<1—|—> <—, neN.
1 n

n n

¢) Dokazacemo sledece jednakosti:

11 1 1
lim <++-~-++---+) = Ink, keN.
n n n
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a) Koriscenjem Bernulijeve nejednakosti imamo

an (1+1/n)""! 1\ n+1
Gt (14 1/(n+1)" :< n(n+2)> n+2
- (1+ n+1 >'n—|—1 _ nd+dn? +4n+1
nn+2)) n+2 n3 +4n? +4n
> 1.

Znadi, a, > any1, zasven € N, tj. niz (a,)nen je opadajuci. Kako je ograni¢en
sa donje strane (na primer, nulom), to na osnovu teoreme 2.8 sledi da dati niz
konvergira. Njegova granica je

1 n+1 1 n 1
lim(1+) zlim<l+> -lim<1+>:e-1:e.
n— n n— n n— n

b) 1z a) i iz dokazane nejednakosti (14 1/n)" < e (videti (2.5)), sledi

1 n 1 n+1
(1—1—) <e<<1+> .
n n

Kako je logaritamska funkcija rastuca, to vazi

nin(1+1/n) <1< (n+1)In(1+1/n),

1 1 1 1
In{1+— — i In{ 1+ - .
n< +n><n 1 n( +n>>n+1

1 1 1
—<In(1l4+-)<-.
n+1 n n

¢) Dokaza¢emo samo prvu jednakost. Druga se pokazuje analogno.
Pomocu nejednakosti pokazane pod b), dobijamo za n > 1:

1n<1+1> < l < 1n<1+ ! )
n n n—1
1 1 1
In{1+ < < In|1+-
n+1 n+1 n

i 2n+1 < 1 < 2n
n — n .
2n 2n 2n—1

odakle je

Prema tome je
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Sabirajuéi gornje nejednakosti dobijamo

2n 1 2n 1 2n 1
In{1+4+-]< -< In{l14——].
k=n k k=n k k=n k—1

Pomodu transformacija

n 1 n 1 n+1 n+2 2n+1
In{l4+-)]=In 1+4= ) =1In . ’
ken k n k n n+1 2n

dobijamo
2n+1 ] 2n
In < —=<In .
n ien K n—1

Logaritamska funkcija ima osobinu da

lim a, = a povla¢i limlIna, =1Ina (a>0, a, >0, n€N)
n— n—

(3. glava, neprekidnost), pa je

lim 1n<2"+1> — In lim <2”+1> —In2, i
n— n n— n

2.5 Neki vazni konvergentni nizovi

Primer 2.9. Pokazademo da je:

k

1
a) lim = =0, a>1,k>0; b) lim %"
n— q’

=0, a>1.

n—

a)Zam e Nim >k, vazi

nkonm n \" n\m
AL U AR
a}’l an man bl’l
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gde je b = {/a > 1. Dalje je

n n n

po UkB-ny ﬁ@;i&b_1y+“_+@_ly

l+nb—1)+

2n
n(n—1)(b—1)%

Znaci, vazi
k

0<Z”<<;>m<<dnézlﬁ>ﬁ

Kako ie i 2n
akoje i1im ————=
e =Dk -1)7
a).

b) Neka je > 0 dato. Uvedimo broj b > 1 tako da je b =a . Na osnovu a) je

=0, to iz teoreme 2.4 sledi grani¢na vrednost pod

. n .. . Lo 1 n
r}gn i 0, te postoji ng € N sa osobinom da za n > ng vazi o < o < 1. Tada
je za svako n > ng

1 n
— <

— <1, odnosno l<n<a".
a" a"

Posle logaritmovanja dobijamo za n > ny:

log,n <

0 <log,n< n, odnosno 0<
n

1z poslednje nejednakosti sledi da je

1
lim —8a”

n— n

=0, a>1.
Napomena. Ostavljamo ¢itaocu da dokaZe opstiju grani¢nu vrednost od prethodne:

1
lim ~22% —0, a>1,5>0. (2.6)

n— n
1z poslednje grani¢ne vrednosti sledi da za dato > 0 postoji ng € N sa osobi-
nom

(n > no> = <\10gan] < ns>. (2.7)

Primer 2.10. Ako je a realan parametar, pokaza¢emo da je:

n a

a) lim & =0 mlmﬁza

n— n! n— n!
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n

a) Akoje |a| < 1, tadaje lim & =0,
n— n!

Ako je |a| > 1, tada postoji k € N takav da je ]ak\ >1i k’j—|1 < 1. Tadaje za
n>k:

o lal' _lal lal lal el (el \"F_ L dal N
~ n! 1 2 3 k k+1 k+1 ’

gde je M konstanta koja ne zavisi od n.

n—k n
Kako je lim M- la =0, to iz teoreme 2.4 sledi da lim a postoji i
n— k+1 n— n!

jednak je nuli.
b) Pretpostavimo da je a > 0 (ostali slu€ajevi su trivijalni) i neka prirodni brojevi & i

n zadovoljavaju nejednakosti k >a i n>2k. Tadaje n—k+1>n/2, ..., n>n/2.
Iz procene

n® ok nk 1 nk 2k

P (n=k)!(n—k+1)(n—k+2)---n < (n—k)! (n/2)* - (n—k)!’

sledi da za svako > 0 postoji prirodan broj ng = no( ) takav da za n > ng vazi:

a 2k 2k
< (n*k)! < p— < . (Naprimer, ng=k—+1+ [2k/ b

n

n!

Primer 2.11. Pokazacemo da je:

n

a) lima—n:O; b) lim+/1+x,=1, akoje limx,=0, reR.
n— n—

a) Primetimo prvo da vazi

(r=30) = (0<(3)'< (3) )

1" n
lim () —0, tojei lim (9) —0.
n— 3 n— n

Kako je
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b) Pretpostavi¢emo da je » > 0. Slucaj r < 0 je slican.

Ako je x, > 0, tadaje

,
1< /14 < (\’/l—l—xn> =1ty = 1+ .

Ako je x, <0, tadaje

1> /T > (V1430) =140 = 1|5,

Odavde je
L= x| </ 1T4Hx, < 14 x|
Iz limx, =0, sledidaje lim(1+[x,|) = lim(1—|x,|) =1, pajei
n— n— n—

lim /1 + x| = 1.
n—

U slede¢im primerima se pojavljuju specijalni nizovi kao sume drugih nizova.
Tako za dati niz (a,),cn formiramo niz (S, ),en tako daje S, = a; +ax + -+ ay.

Primer 2.12. Pokazac¢emo da niz

g _ " 1 1 1 T 1
"_kzlk(k+1) 2t23 n-(n+1)
konvergira i odredi¢emo njegovu grani¢nu vrednost. Imamo
n
1
S =
" oy k(k+1)
_ (4 1 4 1 1 n 1 1 P 1 1
B 2 2 3 3 4) 77 \n n+l
_ I n
n+1 n+1
Odavde sledi

hm S, = lim =1.

n— n—+1

Napomena. U opstem sluCaju, kada za dati niz (a,),en formiramo niz (S,)nen
tako daje S, =a; +az+---+ay,, re¢iCemo da je (Sy)nen niz parcijalnih suma. Ako
ovaj niz konvergira, onda ¢emo njegovu grani¢nu vrednost zvati (konvergentan) red
ioznatiCemo je sa  a, =a;+ay+---+a,+--- (o redovima Ce biti vise re¢i u

n=1
Analizi IT). Primetimo samo da za konvergentan red opsti ¢lan a, reda konvergira

nuli, jer je a, = S, — S,—1 (n € N), uzimajuéi Sp = 0.
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Primer 2.13. Ispitacemo konvergenciju niza
Sy =b+bq+bg>+bg’ +...+bg"", b#0.
Ako je g = 1, tada niz parcijalnih suma ima oblik
S, =b+b+...+b=nb

i divergira.
Ako je g # 1, tada imamo
Sy = b+bq+bg*+bg’ +...+bg""!
qSy = bq+bg*+bg’ +bg*+...+bq".

Oduzimanjem ove dve jednakosti dobijamo (1 —g)S, = b — bq", odakle je

S,=b : (2.8)
l—gq
Prema tome je
1— qn 1—lim qn
lim S, = lim | b =ph—"— .
n— n— l—¢q l—¢q
Neka je |¢| < 1. Tada je lim ¢" =0, pa je
n—
b
lim S, = ——.
n— 1—g¢
Neka je |¢| > 1. Tadaza g > 1 vazi lim¢" = ,azaqg < —1, niz ¢" divergira.
n—

Prema tome, opsti ¢lan ne teZi nuli, te niz parcijalnih suma (S, ),cn divergira.

Znadi niz (S,)nen konvergira samo za |q| < 1.

Primer 2.14. Odredi¢emo sledeée grani¢ne vrednosti:

14+24+3+--4n 12422432+ 4n?
2 b b
n

2 3 n—1
L ()
n— 2 3 n—1"

T )
1)

a) lim b) lim
n— n—

n3

a)Kakoje 1+2+34---+n=
gresije, ili videti zadatak (1.1) a)), to je

p LF243 4 (1) 1
o n? — 2m2 2

(zbir prvih n ¢lanova aritmeticke pro-
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D(2n+1
b) Kako je 12422+ 32+ ..+ n? = n(n+ )6( "H1) adatak (1.1) b)), 0 je
1422432+ 402 a(n+1)(2n+1) 1
lim 3 = lim 3 = —.
n— n n— 6n 3

¢) Zbir prvih n ¢lanova geometrijske progresije je (videti (2.8) za b = 1):

1—ag"
1+q+q2+q3+~-+q”’1:ﬁ qg#1.

eyl

lim =
SR 2+ (L I il )
37\3 3 1-1/3

2.6 KaoSijevi nizovi

Odavde sledi

Definicija 2.6. Niz (a,),cn je KoSijev, ako zadovoljava uslov

(V >0)(3ngeN) (VmeN) (VneN) (m,n>n0 = |am—ay| < ) (2.9)

Vazi ekvivalentna definicija:

(V >0)(3npeN) (VYpeN) (VneN) <n>n0 = |anyp —an| < )

Teorema 2.9. Potreban i dovoljan uslov da niz realnih brojeva konvergira jeste da
je Kosijev.

Dokaz. DokaZimo prvo da ako je niz konvergentan da je tada i KoSijev. Neka niz
(an)nen konvergira, tj. lim a, = L. Po definiciji konvergencije niza za svako > 0
n—

postoji np € N tako da za svaki prirodan broj n > ng vazi |a, — L| < 5. Uzimajuci
prirodne brojeve m i n tako da je m > ny i n > nyg imamo

|am — an| < l|am —L|+|a, —L| <§+§: ,
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tj. po definiciji 2.6 niz (a,)qen je Kosijev.

Dokazimo sada da ako je niz KoSijev da je tada i konvergentan. Neka je niz
(an)nen Kosijev. Pokazacemo prvo da je on i ograni¢en. Na osnovu definicije
2.6 za dato > 0 postoji ng € N tako da za sve prirodne brojeve m,n > ngy vazi
|an —am| < 5.Zam = ng+ 1 za svako i > ng vazi

an0+1—§ <ai<an0+1—|—§. (2.10)

Kako ima samo konacno ¢lanova niza (ng) za koje eventualno ne vaZi relacija (2.10)
to zakljuCujemo da je niz (a,),en ogranicen.

Kako je niz (a,)nen ogranicen za svako n € N postoje infa, = I, i supa, = S,.
izn i>n
Na osnovu ovih definicija imamo

In < In+l < Sn+1 < Sn

To znaci da smo dobili niz zatvorenih intervala [1,,S,], n € N, sa osobinom
da je svaki sledeci sadrZan u prethodnom. Na osnovu KoSi-Kantorovog principa
postoji L € R koje lezi u svim intervalima [I,,S,], tj. zasven € Nvazi I, <L < S,,.
Odavde, kako za i > n vazi

I, =infa, <a; <supa, =S,,
izn i>n

dobijamo za i > n
la; —L| <S8y —1I. (2.11)

Sa druge strane, na osnovu (2.10) imamo za svako n > ng

Apg+1 — g < :25“;1 =I,< Sn = S_Epan < Apy+1 + 57
= i>n

$to daje za svako n > ng
2

Sada na osnovu (2.11) i (2.12) dobijamo da za svako i > ng vazi
‘ai - L‘ <,
tj. niz (a,),en konvergira ka broju L. O

Primer 2.15. Pokazacemo da je niz

1 1 1
an:1+§+§+"‘+37, I’lEN,
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Kosijev. Na osnovu definicije 2.6, pokazaéemo da za svako € (0,1) moZemo
odrediti ng =no( ), takvo da za svako n > ngizasvako p € N, vazi |a,p—an| < .
Imamo,

1 1 1 1 1 1
‘an—i—p_an’ = (1+§++§+W++3n+p>_<l+§++37>
] 11 137 11
W+'..+3n+p B 3n+1'1_1/3<3n+1.%
1
< 30
Ako stavimo np = [—In /In3]+ 1, ondaza n > ny vazi nejednakost

lanip —an] <37" < .
Dakle, (ay),en je Kosijev, pa je prema teoremi 2.9 i konvergentan niz.

Da bi se dokazala divergencija nekog niza nekada je lakSe pokazati da on nije
Kosijev niz.

Primer 2.16. Pokaza¢emo da niz (e, ),cn dat sa

1 1 1
en=1+-+=+---+—  (harmonijski ni
n=14stgtt ( ij z)
nije Kosijev, pa prema tome nije ni konvergentan. To znaci da treba da pokazemo
da postoji > 0 takvo da za svako ng postoje n > ngip € Ntakvidaje |e,,—en| >

Uzmimo =1/4.1z

| LI I
e —e e — s
R ) n+p n+p

sledi da za p = n imamo

1 1
lensp —en| = |e2n —en| > 5> svako n € N.

o v« . v
Dakle, harmonijski niz, sa opStim ¢lanom e, =1+ 2 + -+ —, nije KoSijev, pa
n
zato na osnovu teoreme 2.9 divergira.
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2.7 Podnizovi i tacke nagomilavanja niza

Primer 2.17. Definicija. Neka je p: N — N strogo rastuci niz prirodnih brojeva,
tj. neka za brojeve p(k) = pr, k e Nyvazi py < py < ... < py < .... Ako je a:
N — R niz realnih brojeva, tada je niz ac p : N — R podniz niza a = (ay,),en, 1.
aop= (apk)k€N~

Podniz niza (a,),en se moZe posmatrati i kao restrikcija funkcije @ : N — R, datom
sa a(n) = a,, n € N, nabeskonacan strogo rastu¢i podskup {pi| k € N} skupa N.

Podniz konvergentnog niza konvergira ka istoj granici kao i sam niz. Sa druge
strane, podniz divergentnog niza moZe imati granicu, $to je u vezi sa sledecim
vaznim pojmom.

Definicija 2.7. Realan broj { je tatka nagomilavanja niza (a,)en, ako za svako
> 0 i svako m € N postoji bar jedno n € N, n > m, takvo da je |a, — {| < .

Ekvivalentan iskaz za definiciju 2.7 jeste da je realan broj ¢ tacka nagomi-
lavanja niza (a,),en ako i samo ako za svako > 0 postoji beskona¢no mnogo
prirodnih brojeva n sa osobinom a, € ({— ,¢+ ). Odavde odmah sledi da niz
koji ima bar dve tacke nagomilavanja ne moZe biti konvergentan. Sa druge strane,
granica konvergentnog niza je i njegova (jedina) tacka nagomilavanja.

Karakterizaciju tacke nagomilavanja niza daje sledeca teorema, koja direktno
sledi iz definicije 2.7.

Teorema 2.10. Broj ¢ je tacka nagomilavanja niza (a,)nen ako i samo ako vaZi
bar jedan od sledeca dva uslova:

1. za proizvoljno > 0 postoji beskonacno mnogo brojeva n € N tako da je
anFlia € (l— L+ );

2. postoji beskonacno mnogo brojeva n € N tako da je a, = ¢.

Primer 2.18.

a) Niz dat sa a, = (n+1)/n, n € N, ima jednu tacku nagomilavanja, 1, i ima
granicu jednaku 1 (uslov 1. teoreme 2.10).

b) Niz dat sa b, = 1 4+ (—1)" ima dve tacke nagomilavanja, i to 0 i 2. Primetimo da
za beskona¢no mnogo brojeva n vazi b, = 0 (u stvari, za sve neparne brojeve n),
a takode za beskonacno mnogo brojeva n vaZzi b, = 2. Dakle, u ovom slucaju i za
{1 =01za¥ly =2 vazi uslov 2. teoreme 2.10, ali ne i uslov 1.



62 Glava 2. Nizovi

Ovaj niz je ogranicen, ali nije konvergentan.

7, n je paran broj,

©) Niz dat sa ¢, = 74 1/n, n je neparan broj,

ima jednu tacku nagomila-

vanja, 7, konvergentan je i granica mu je 7. Primetimo da je broj 7 tacka nagomila-
vanja ovog niza po oba uslova iz teoreme 2.10.

d) Niz dat sa d, = n(1+ (—1)") ima jednu tacku nagomilavanja, 0. Ustvari, za sve
neparne brojeve n = 2k + 1, k € NU{0}, je dox+1 =0, pa za proizvoljno > 01i za
sve k € NU{0} vazi dyx41 € (0— ,0+4 ). Zatacku 0 vaZi uslov uslov 2) teoreme
2.10, ali ne i uslov 1).

Dodajmo da ovaj niz nije ogranicen, pa iz teoreme 2.2 sledi da ne moZe biti ni
kovergentan.

Odnos konvergencije, sa jedne, i tacke (tacaka) nagomilavanja jednog niza daje
sledeca teorema, koja sledi iz prethodnih razmatranja.

Teorema 2.11. Potreban i dovoljan uslov da niz konvergira jeste da je ogranicen i
da ima tacno jednu tacku nagomilavanja.

Podsetimo se sledecih definicija. Niz (a,)nen je ogranicen odozgo (respek-
tivno: ogranicen odozdo) ako postoji realan broj M sa osobinom

(VneN) a, <M (respektivno: (Vn € N)) a, > M).
Niz (a,)nen je ogranicen odozdo ako postoji realan broj M sa osobinom
(VneN) a, > M.

Ocevidno je niz ogranicen (videti definiciju 2.2) ako i samo ako je ogranicen i
odozgo i odozdo.

Definicija 2.8.

1. Najveéa tacka nagomilavanja odozgo ogranicenog niza (an)nen naziva se
limes superior i oznacava se sa limsupa,,.
n—
2. Najmanja tacka nagomilavanja odozdo ograni¢enog niza (a)nen naziva se
limes inferior i oznacava se sa liminfa,,.
n—

Na osnovu aksiome (R16) iz prve glave moze se pokazati da ako je niz (a,)en
odozgo ogranicen, tada postoji limsupa,, a ako je odozdo ograniCen, tada postoji

n—

liminfa,.
n—
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U primeru 2.18 b) tacka 2 je limes superior, dok je tacka O limes inferior niza
sa opstim ¢lanom b, = 1+ (—1)".
Iz teoreme 2.11 sledi da ako niz (a,),en konvergira ka broju L, tada je

limsupa, = liminfa, = L.
n— n—
Ako niz (a,),en ima sledeéu osobinu: (VM >0) (3n € N) a, > M, tada éemo
pisati limsupa, = +

n—

Analogno, ako za niz (a,)nen vazi (VM > 0) (3n € N) a, < —M, tada éemo
pisati liminfa, = —
n—

Vaze sledeée relacije:

liminfa, = liminfa; 1 limsupa, = lim sup a;.

n— n— i>n n— n—  i>n

Primer 2.19. Odredi¢emo take nagomilavanja niza (f,),cn, ako je zan € N:
n . 2n
a) fn:(_l)n§ b) fn:msmT; ©) fn:n2+(—l)"n2.
a) Niz ima dve tacke nagomilavanja ¢/{ =116, = —1, jerje for =11 for—1 = —1
zak=1,2,.... OCevidno je da je liminff, =—1 i limsupf, =1.
n—

n—

3 3
b) Niz ima tri taCke nagomilavanja: 0, £ i———,jerje

2 2
3k
= in(2 k) =0
J3k T sin(2 k) =0,
3k+1
li = 1l in(2k +2 /3)=+v3/2
Nm fyier Lim 3k+25m( +2 /3)=v3/2,
3k+2
li = 1l in(2k +4 /3)=—-v3/2.
fim sz = Jim 3 sin(2k 4 /3) = =v3/
3 3
Prema tome je liminffn——\zf i 1imsupfn—\2[.
n— n—

¢) Niz f, =n?>+(—1)"n?, n € N, ima jednu tatku nagomilavanja jer je fo41 =0,
za k € N; medutim, zbog ]}im fox =+ , dati niz ne konvergira. Dakle,

liminff, =0 i limsupf, =+
n— n—
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Primer 2.20. Odredi¢emo sve tacke nagomilavanja niza (r,)en, Ciji su ¢lanovi
svi racionalni brojevi iz intervala [0, 1], tj.

r=0, n=1, rn=1/2, rn=1/3, rs=2/3, re=1/4, r;=3/4,
rs=1/5 r9=2/5 ro=3/5 ru=4/5 ra=1/6,....

Svaki realan broj iz intervala [0, 1] je tacka nagomilavanja datog niza, jer u
proizvoljnoj -okolini svakog realnog broja a € [0, 1] (tj. u intervalu (a — ,a+ ))
ima beskona¢no mnogo racionalnih brojeva. Ako tacka a ¢ [0, 1], tada uvek postoji
okolina tacke a takva da ne sadrZi ni jedan elemenat datog niza. Jasno je da je

liminfr,=0 1 limsupr,=1.

n—



Glava 3

GraniCna vrednost i neprekidnost
funkcije

3.1 Granicna vrednost funkcije

3.1.1 Definicija grani¢ne vrednosti funkcije

Pojam grani¢ne vrednosti uvodimo u cilju ispitivanja "ponasanja"funkcije u
okolini neke tacke x¢ (bez obzira na vrednost funkcije u xp, i koja ¢ak i ne mora
biti definisana u toj tacki!). To znaci da nas interesuje ponasanje funkcije kada je x
"blisko"xp ("malo se razlikuje"od xp). Da je neka tacka x "blizu"tacke xp moZemo
opisati tako $to ¢e njeno rastojanje od x( biti manje od dovoljno malog broja > 0.
Broj je onda merilo "blizine"tacaka x i xo. Ovo znaci da je |[x —xp| < , tj. po
definiciji apsolutne vrednosti xo — < x <xp+ , odnosno x € (xo — ,xo+ ).
Sada nas dalje interesuje da li su vrednosti funkcije f(x) za x € (xo — ,x0+ )
"blizu"nekog broja G, tj. rastojanje tacke f(x) od G manje od nekog broja > 0.
Broj je onda merilo "blizine"tacaka f(x)iG. Ovo znacidaje | f(x) —G| < ,tj. po
definiciji apsolutne vrednosti G— < f(x) <G+ ,odnosno f(x) € (G— ,G+ ).

Da bismo dali preciznu definiciju grani¢ne vrednosti funkcije u tacki, moramo
imati definiciju tacaka koje imaju osobinu da u njihovoj "blizini"uvek ima tacaka
iz definicionog skupa funkcije.

Podsetimo se definicije 1.16:

Neka skup A C R ima beskonacno mnogo ¢lanova. Tacka xg je tacka nagomila-
vanja skupa A C R, ako u svakom otvorenom intervalu koji sadrzi tacku xq (okolini
X0) postoji bar jedan elemenat iz skupa A, razlicit od xg.

Svaka tacka zatvorenog intervala [a, b] je i njegova tacka nagomilavanja, medu-
tim tacke nagomilavanja otvorenog intervala (a,b) su sve njegove tacke, ali i tatke

65
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a i b koje mu ne pripadaju.
Podimo od jednog primera.

-2
Primer 3.1. Funkcija f(x) = )6274, je definisana na skupu R\ {—2,2}. Intere-
X2 —
suje nas "ponasanje"funkcije f u okolini tacke 2, iako u njoj funkcija nije defin-
isana. Tacka xo = 2 je tacka nagomilavanja definicionog skupa funkcije f, pa
za proizvoljno > 0 u skupu (2— ,2+ ) ima beskona¢no mnogo elemenata iz
definicionog skupa. Za x # 2 Skraivanjem"brojioca i imenioca sa x — 2 dobijamo

funkciju g(x) = a2 Y # —2, a koja je definisana za xo = 2 i vazi g(2) = T
X
Funkcije f i g se poklapaju u "blizini"take xo = 2, tj.

x—2 1
P-4 x+2

f(x): g(x)7 x7é_27 x7é27

pa zakljucujemo i da se vrednosti funkcije f takode nalaze u okolini tacke 1/4 kada
je x u okolini tacke xo (x # —2). lako funkcija f nije definisana u tacki xyp = 2,
mogli bismo reéi, da kada se broj x "priblizava"broju xo = 2 (kaZe se "kada x teZi
2"), da se tada f(x) priblizava 1/4 (kaZe se "f(x) teZi grani¢noj vrednosti 1/4").
Ovo zapisujemo )ICLII% flx)=1/4.

Sada moZemo dati opStu definiciju grani¢ne vrednosti funkcije u tacki.

Slika 3.1.

Definicija 3.1. Neka je xy tacka nagomilavanja domena A funkcije f : A — R.
Broj G je granic¢na vrednost funkcije f u tacki xo ako za svaki broj > 0 postoji
broj > 0, tako da za svaku tacku iz skupa A za koju je 0 < |x —xo| < vaZi
[f(x) =Gl < .

Tada piSemo
lim f(x)=G

X—X0, XEA

i ¢itamo "limes od f(x) kada x teZi xo po skupu A je G". Primetimo da > 0 zavisi
od >0,t. = ().

Primer 3.2. Posmatrajmo funkciju f : R — R definisanu izrazom f(x) = x> — 8.

Kako je svaka tacka skupa R i tacka nagomilavanja skupa R, to moZemo potraZiti
grani¢nu vrednost date funkcije u proizvoljnoj tacki skupa R (naravno, to joS ne
znaci da ona i postoji!).
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1
Uzmimo na primer xo = 2. Neka je specijalno = 100" Kako vazi

|f(x)—0|= |x3—8—0| = |(x—2)(x2+2x+4)| = |x—2\|x2+2x+4|,

to za x € [1,3] sledi

£() 0] < 19]x—2) 3.1)
jer je
I¥?+2x+4/ <19, za xe|[l1,3].
N . . 1 .
Uzimajuéi = 1900 iz (3.1), sledi da ako je 0 < |x —2| < 19Oo,ondaJe

709 =01 < 105

Da bismo pokazali da je stvarno grani¢na vrednost funkcije f jednaka nuli O,
kada x teZi ka 2, potrebno je pokazati da za proizvoljno > 0 postoji > 0, tako
da iz nejednakosti 0 < |x—2| < sledi |f(x) —0] < . Kako za x € [1,3] vazi

uvek (3.1), za proizvoljno > 0, broj uzimamo da je manji ili jednak D) i manji
ili jednak 1, jer interval (2 — ,2+ ) mora pripadati intervalu [1,3]. Za ovako
izabrano ,tj. < rnin{E, 1} ,naosnovu (3.1) vazida 0 < |[x—2| < povlaci

|f(x)—0] <19|x—2| < 19-E = .
Tako smo dobili daje lim (x*—8) =0.

x—2,xeR

Primer 3.3. Posmatrajmo sada funkciju

_ -8, x#2
g(X)—{ 557

x=2.

Funkcije fi g su jednake za x # 2, a funkcija g je definisana u tacki 2. Pokazademo

dajei 1li =0.
el lim 8

Kao i u prethodnom primeru, za x € [1,3]\ {2} imamo
1509~ 0] < 19]x 2], (32)

Za proizvoljno > 0 uzimamo tako da je manje ili jednako — i manje ili
jednako 1. Za ovako izabrano , na osnovu (3.2) vazida 0 < [x—2| < povlaci
lg(x) —0] < 19|x—2| < 19-1—9 = .

Zatoje i =0.
ol st
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Primer 3.3 pokazuje da vrednost funkcije u tacki xp, u kojoj trazimo grani¢nu
vrednost ne utice na samu grani¢nu vrednost (g(2) moZe biti i bilo koji drugi realan
broj, a ne samo 55).

Primetimo da tacka xo moZze, ali ne mora, pripadati definicionom skupu A funk-
cije f, ali mora biti tacka nagomilavanja skupa A, odnosno u svakom intervalu koji
sadrzi taCku xo mora postojati beskona¢no mnogo elemenata definicionog skupa
funkcije f. Obratimo paznju i na ¢injenicu da iz nejednakosti 0 < |x — x| sledi da
su taCke x koje se "pribliZavaju"tacki xo uvek razlicite od same tacke xo u kojoj se
traZi grani¢na vrednost.

Sledeci primer pokazuje da funkcija ¢iju grani¢nu vrednost traZimo u nekoj
tacki i ne mora biti definisana u toj tacki.

1
Primer 3.4. Neka je data funkcija f(x) = xsin—, x # 0. Pokaza¢emo da je
x

lim _f(x)=0.
x—0,xeR
Zadato >O0Ouzimamo = .Tada0< |x|< = povladi

1
xsin— —0’ < x| <
x

Vratimo se sada na definiciju 3.1 i dajmo neka dodatna objaSnjenja. Prvo,
koriS¢enjem logickih simbola moZe se definicija 3.1 zapisati u slede¢em obliku

lim f(x)=GC <~

xX—X0,XEA

(V >0)(3 >0)(Vxed) 0O<|x—x| < =|f(x)—G|< ).

Naglasimo da za dato > 0 postoji > 0,tj. zavisiod , = (). Isto tako
primetimo da sa desne strane prvo pretpostavljamo, iako nije zapisano, da postoji
G, tj. (3G).

Sada ¢emo dati i geometrijsku interpretaciju definicije 3.1. Uslovx € A1 0 <
|x —xo| < moZemo prema definiciji apsolutne vrednosti zapisati kao

x€(xo— ,xo+ )NA\{xo}.

Uslov |f(x) — G| < moZemo opet prema definiciji apsolutne vrednosti zapisati
kao
Gix)— <fx)<G+ , 4. fix)e(G— ,G+ ).

Sada definiciju 3.1 mozemo ovako intepretirati: G je grani¢na vrednost funk-
cije f kada x teZi broju xg, ako za svaku okolinu (simetri¢ni otvoren interval)
oko tatke G, (G— ,G+ ) postoji okolina (simetri¢ni  otvoren interval) oko
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tacke xop, (xo — ,xo+ ), tako da se sve tacke x iz definicionog skupa A koje se
nalaze u intervalu (xo — ,xo+ ), preslikaju funkcijom f uinterval (G— ,G+ ).
Ovo bismo mogli zapisati i na sledeéi nacin

lim Af(x):G <= zasvako(G— ,G+ ) postoji (xo— ,xo+ ) takodaje
X—X0,XE
f((o— x4+ )NA\{x}) C (G- ,G+ ), (3.3)

gde je f((xo — ,x+ )NA\ {xo}) skup slika elemenata x € (xo — ,xp+ )N
A\ {xo} funkcijom f.

Primer 3.5. Pokazaéemo da funkcija

1, x>0
h(x):{ 0 x<0

nema grani¢nu vrednost u tacki x = 0, preko skupa realnih brojeva (sl. 3.2).

Slika 3.2.
Da bismo to pokazali treba dokazati (negacija od (3.1)) da vazi

(YGER) (2 >0) (¥ >0)(3xeA) (0<|x|< = |h(x)— G| > )

Dakle, pokazacemo da za bilo koji realan broj G koji bi mogao biti grani¢na vred-
nost funkcije h kada x tezi O postoji realan broj > 0 takav da, ako uzmemo ma
kako mali broj > 0, uvek postoji tacka x € A takva da za 0 < |x| < ne vazi
|h(x) — G| < ,nego vazi |h(x) — G| > .
Ocigledno je da nijedan realan broj razli¢it od 0 i 1 ne moZe biti grani¢na
vrednost funkcije 4. Naime, oko bilo koje tatke G € R\ {0, 1} uvek mozemo naci
> 0 okolinu (G— ,G+ ) (na y-osi) koja ne sadrzi ni O ni 1, uzimajuéi

< 1’1’111'1{|1 _G‘7‘G_O‘}7

Sto znaci da u toj okolini nema nijedne vrednosti funkcije (x) za sve x € R.

Pokaza¢emo sada da G = 1 ne moZe biti grani¢na vrednost funkcije 4 kada
x tezi 0. Odaberimo -okolinu oko 1, (1— ,1+ ) (na y osi) takvu da ne sadrzi
tacku 0, tj. uzimajuéi da je < 1. Tada za ma koju simetricnu —okolinu oko nule
(— , ) (na x osi) uvek postoji tacka x € (— , ) (o€igledno za x < 0) takva da je
h(x) =0¢ (1— ,14 ), pa 1 ne moZe biti grani¢na vrednost funkcije 4 kada x
teZi 0. Analogno se pokazuje da ni G = 0 ne moZe biti grani¢na vrednost funkcije
h kada x tezi O (pokaZite!).

Kako smo time iscrpli sve mogucée slu€ajeve, zakljucujemo da funkcija 4 nema
grani¢nu vrednost u tacki 0.
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3.1.2 Levai desna grani¢na vrednost funkcije

Funkcija & iz primera 3.5 ¢e nam posluziti kao ilustracija koliko je vazno preko
kojeg skupa x tezi ka xq.

Primer 3.6. Neka je R. = {x | x > 0,x € R} skup pozitivnih realnih brojeva.
Pokaza¢emo da vazi
lim  h(x) =1,
x—0xeR4
gde je h funkcija iz primera 3.5.

Za proizvoljnu -okolinu (1 — ,14 ) broja 1 ( > 0) i za bilo koju -okolinu
(—, )za >0,skup (—, )NR; = (0, ) se funkcijom & preslikava na 1, tj.
vazi h((0, ))={1} C (1— ,1+ ), panaosnovu (3.3) postoji grani¢na vrednost
funkcije & kada x tezi nuli preko skupa R, (x teZi nuli sa desne strane) i to je 1.

Analogno se moZe pokazati da je

lim  h(x) =0,

x—0,xeR_
gde je R_ skup svih negativnih realnih brojeva.

Prethodni primer ilustruje sledece definicije.

Definicija 3.2. Neka je xo tacka nagomilavanja domena A funkcije f : A — R. Broj
G je desna grani¢na vrednost funkcije f u tacki xy ako za svako > 0 postoji >0
tako da vaZi implikacija

(VxeAANO<x—xp< )=|f(x)—G| < .
Ako ona postoji, oznacava se sa

lim  f(x).

X—X0,XEA

Definicija 3.3. Neka je x tacka nagomilavanja domena A funkcije f : A — R. Broj
G je leva grani¢na vrednost funkcije f u tacki xo ako za svako > 0 postoji >0
tako da vaZi implikacija

(VxeA)ANO<xo—x< )=|f(x)—G| < .
Ako ona postoji, oznacava se sa

lim  f(x).

X—X0,XEA_
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Na osnovu primera 3.6 sledi da funkcija 4 ima levu i desnu grani¢nu vrednost,
te da je
lim  h(x)=1, lim  h(x) =0.

x—0,xeR 4 x—0,xeR_

Kao $to smo videli u primeru 3.6 za istu funkciju /4 nije postojala grani¢na vrednost
u tacki 0. Na osnovu prethodnog postoji leva i desna grani¢na vrednost, ali su one
razlicite.

Primer 3.7. Odredi¢emo levu granié¢nu vrednost: li(r)n0 (2+v=x).
x—0—
Funkcija f(x) =2+ +/—x je definisana za x < 0, pa vazi ligno (2+v=x)=2.
x—0—

Upravo Cinjenica da su leva i desna grani¢na vrednost razlicite jeste razlog $to
ne postoji grani¢na vrednost funkcije 4 u taki O u primeru 3.6. Naime, vaZi sledeca
teorema.

Teorema 3.1. Potreban i dovoljan uslov da funkcija f : A — R ima grani¢nu vred-
nost u tacki nagomilavanja xo skupa A jeste da postoje leva i desna granicna vred-
nost funkcije u tacki xy i da su one jednake, tj.

lim  f(x) = lim f(x)<: lim f(x)>.
xX—X0,XEA L X—X0,XEA_ xX—X0,XEA

3.2 Uopstenje grani¢ne vrednosti funkcije

Uvedene grani¢ne vrednosti u tacki xo € IR, mogu se proSiriti i na slucaj kada
Xo nije konacan broj, kao i na slucaj kada granica nije konacan broj.

Uvedene leve i desne grani¢ne vrednosti mogu se proSiriti na slucaj kada gra-
nicna vrednost nije konacan broj, $to je korisno kod ispitivanja funkcija.

1

Primer 3.8. Za funkciju f(x) = —, (x € R\ {0}), ispitajmo "ponasanje"u blizini
x

nule sa desne strane. Ma koliko veliko M > 0 uzeli, uvek postojibroj >0( < ﬁ)

1
takav da za x € (0, ) povladi f(x) = — > M. Ovo bismo mogli zapisati
x

Prethodni primer opravdava sledecu definiciju.
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Definicija 3.4. Funkcija f: A — R tezi ka + kada x teZi xy preko skupa A
(odnosno preko skupa A_) ako za svaki broj M > 0 postoji > 0 tako da x €
(x0,X0 + ) (odnosno x € (xo — x@l}il%a’@%A poviaci f(x) > M. Tada u prvom

slucaju pisemo  lim  f(x)=+ , audrugom hm f(x) =+ (sl.33a)
ic) §asv1m analoghio k& definise i kada funkcija teZi =0

Definicija 3.5. Funkcija f : A — R tezi ka — kada x teZi xy preko skupa A
(odnosno preko skupa A_) ako za svaki broj M > 0 postoji > 0 tako da x €
(x0,X0 + ) (odnosno x € (xo — ,x9)) i x € A povilaci f(x) < —M. Tada u prvom

slucaju pisemo  lim  f(x)=— ,audrugom lim f(x)=— (sl.3.3b)
x—x0+0,x€A x—xp—0,x€A
id)).

1
Za funkciju f(x) = —, x # 0, iz primera 3.8 vazi
X

Drugo prosirenje grani¢ne vrednosti odnosi se na ponasanje funkcije za ve-
like vrednosti x, tj. u "taCkama"+ 1 — . Za okolinu (interval) oko "tacke"+
uzimamo (a,+ ) a za "taCku"— interval (— ,a). Tako dolazimo do uopstenja
definicije 3.1 kada x tezi + i —

Definicija 3.6. Funkcija f:(a,+ )— R (odnosno f:(— ,a)— R )ima granicénu
vrednost G kada x tezi ka + ( odngfﬁ(oa lga4— ) ako za svaki broj > 0 postoji
M > a (odnosno M < a) tako da x > M (odnosno M < a) povlaci | f(x) — G| <

Tada u prvom slucaju pisemo lim f(x) = G(sl 3.4), audrugom hm flx)=
Primer 3.9. Za funkciju f(x )x_"" (x # 0) vazi

1 1
lim -=0 i lim - =0.
x—+ X x—— X

Vazi sledece uopstenje primera 3.9 zar € Q,r >0

1 1
lim — =01 lim —=0 (zaoner zakoje funkcija x" ima smisla).
x—+ x' x—— x

3.3 Osobine granicne vrednosti funkcije

Pokazademo sada tesnu vezu izmedu grani¢ne vrednosti funkcije i grani¢ne
vrednosti niza odakle ¢emo, koriste¢i ranije dokazane osobine grani¢ne vrednosti
nizova, lako dobiti osobine grani¢nih vrednosti funkcija. Vazi sledeca teorema.
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Teorema 3.2. Broj G je granic¢na vrednost funkcije f : A — R kad x teZi xy (xg
moZe biti i + i — ) ako i samo ako za svaki niz (x,)nen iz A\ {x0} (u slucaju
ako je xo + ili — onda iz skupa A) koji konvergira ka xo (teZi + ili — ), niz
(f(xn)),en konvergira ka G, tj. vazi

lim f(x,) =G.
n—
Dokaz. Prvo dokaz dajemo za konacno x¢. PokaZimo prvo da iz postojanja

lim f(x) =G sledi lim f(x,) = G,
X—X0,XEA n—

za svaki niz (x,)qen iz skupa A\ {xo} koji konvergira ka xo. Na osnovu definicije

3.1 zasvako >0 postoji >O0takodaizx e (xo— ,xo+ )NA\{xo} sledi

fx)e (G- ,G+ ).

Kako niz (x,),en iz A\ {xo} konvergira ka xo, to postoji indeks ng € N takav da
zan>nyvazix, € (xo— ,xo+ )NA\{xo}, pasledi f(x,) € (G— ,G+ ), za
n > ng. Ovo povlaci da je lim f(x,) = G.
n—
Dokazimo sada obrnuto tvrdenje. Pretpostavimo da za svaki niz (x,)en iz

A\ {x0} zakoji je lim x, = x vazi lim f(x,) = Gidokazimodaje lim f(x)=
n— n— X—X0,XEA

G. Pretpostavimo suprotno, odnosno da nije  lim 3 f(x) = G i pokazimo da nas
X—X(,XE

takva pretpostavka dovodi do protivrecnosti.
Neka G nije grani¢na vrednost funkcije f u tacki xg, preko skupa A (negacija od
1
definicije 3.1). Tada postoji okolina (G— ,G+ ) tacke G takva da se u svakoj —
n
okolini tacke xo, tj. u skupu (xo — 1/n,xo+1/n) NA\ {xo} (za svako n € N) moze
naci tacka x,, da f(x,) ¢ (G— ,G+ ) zasvako n € N. Zadnja relacija pokazuje
daniz (f(x,)),cy ne konvergira ka G, iako niz (x,),ecn po nacinu izbora konvergira
ka xo. Dobijena protivrecnost pokazuje da polazna pretpostavka nije bila tacna, te
je tacno suprotno, a to je traZeno tvrdenje za konacno xg.

Kada x tezi + ili — postupak dokaza je isti kao za konacan slucaj, samo
umesto intervala (xo — ,xo+ ) uzimamo (M,+ ) za M > 0 kada x tezi + ,
odnosno (— ,—M) kada x tezi — . O

2x+5 1

Primer 3.10. Koristeéi teoremu 3.2, pokazaéemo da je lim = —.
x—36x+4 2

Neka je (x,)nen proizvoljan niz realnih brojeva koji ima sledece dve osobine:

2x+5 . .
=t tj. x, #—2/3, neN,i

svi ¢lanovi pripadaju domenu funkcije f(x)
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lim x, = 3. Nizu (x,),en odgovara niz vrednosti funkcije f, tj. niz (f(x,))nen, a
n—
njegova granica je

2,45 Jm2atS) 645

I =li - N 2
Jm ) = i 3~ Tm(6r,+4) 1844 2
n—

2x+5 1

P t i3.2 sledidaje li =_.
rema teoremi 3.2 sledi da je lim 6xrd 2

Napomena. Teorema 3.2 se Cesto primenjuje u slucaju kada Zelimo da pokaZemo
da neka funkcija nema granicu.

1
Primer 3.11. Pokaza¢emo da funkcija f(x) =sin—, x € R\ {0}, nema granicu
x
u tacki xop = 0.
1. 2

Posmatraéemo dva nizadatasa x, = — 1 y, = (
n

m, n= 1,2,..., kOJl teze

ka istoj granici 0, tj.
lim x, = lim y, = 0.
n— n—

Medutim, iz

dn+1
lim f(x,) =sin( n) =0, lim f(y,) :sin< ”2+ >: 1,

sledi, prema definiciji 3.2, da ne postoji lin(l) sin(1/x).
X—
Primetimo da ne postoje ni grani¢ne vrednosti lign . f(x) odnosno li(r)n . f(x).
x—0+ x—U—
Koristeci osobine konvergentnih nizova na osnovu teoreme 3.2 sada moZemo

preneti vaZzne osobine i na grani¢nu vrednost funkcije. Prva od tih osobina se
odnosi i na jedinstvenost grani¢ne vrednosti.

Teorema 3.3. Ako je

lim f(x)=G; i lim f(x) =G,

X—X0,XEA X—X0,XEA
tada je G| = G», tj. ako grani¢na vrednost postoji, onda je ona jedinstvena.

Dokaz. Na osnovu teoreme 3.2 tvrdenje se svodi na dokaz jedinstvenosti granicne
vrednosti niza. U

Koristeéi odnos grani¢nih vrednosti nizova i algebarskih operacija zakljucu-
jemo da vaZi teorema.
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Teorema 3.4. Neka su realne funkcije f i g definisane na skupu A C R i neka je x
tacka nagomilavanja skupa A. Ako pretpostavimo da postoje

lim f(x)=L i lim g(x) =K,

xX—X0,XEA X—X0,XEA

tada postoje i sledece granicne vrednosti i vaZe sledece jednakosti:

a)  lim <f(x) :I:g(x)) — L+K,

xX—X0,XEA

tj. grani¢na vrednost zbira (respektivno razlike) dve funkcije jednaka je zbiru (re-
spektivno razlici) granic¢nih vrednosti tih funkcija.

b) lim (f(x)-g(x)) =LK,

X—Xx(,XEA

tj. granicna vrednost proizvoda dve funkcije jednaka je proizvodu granicnih vred-
nosti tih funkcija.

c) lim @ =

L
= 0 K40
x—xg,x€A g(X) K’ g(x) #0, x #x0,K #0,

tj. granicna vrednost koli¢nika dve funkcije jednaka je kolicniku granic¢nih vred-
nosti tih funkcija.

Primer 3.12. U primeru 3.2 je

lim(x* —8) = 0.

x—2

Koristeci teoremu 3.4 lako dobijamo da je

lim(x* — 8)? = lim(x* — 8) - lim(x* =8) = 0-0=0.

x—2 x—2 x—2

1
Primer 3.13. Odredi¢emo lim (x sin— +x° — 8> . Koriste¢i teoremu 3.4 dobijamo
X

X—

daje

1 1
lim <xsin +x°— 8) = lim <xsin> +lim(x* —8) =0—8 = —8.
x—0 X x—0 X x—0
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xsin —
Primer 3.14. Odredicemo lirr(l) 3 )é . Koriste¢i teoremu 3.4 lako dobijamo da je
x—0 X~ —
1 . 1

xsin— lln’(l) xsin p 0
li X _ x— ———0
fa JRC 1in(1)(x3—8) 8

x—

Teorema 3.5. Neka su realne funkcije f i g definisane na skupu A C R i neka je xg
tacka nagomilavanja skupa A. Ako postoje granicne vrednosti

lim f(x)=L i lim gx) =K,

X—X(,XEA X—X0,XEA

i za sve x € A\ {xo} vaZi nejednakost f(x) < g(x), tada je L <K.

Teorema 3.6. Neka su realne funkcije f i g definisane na skupu A C R i neka je

Xo tacka nagomilavanja skupa A. Ako postoje grani¢ne vrednosti  lim 0 flx) =
X—X0,XE.

lim g(x)=L,ivaZi f(x) <h(x) <g(x),zasvex € A\{xo}, tada je

xX—X0,XEA

lim  h(x) =L

X—X0,XEA

Ako je skup A prirodni definicioni skup funkcije f, ili se domen A podrazu-
meva, pisaemo samo lim f(x), lim f(x) i lim f(x), za grani¢nu vrednost,
X—XQ X—Xx0+ X—X0—
desnu i levu grani¢nu vrednost funkcije f u tacki xo respektivno.

U nekim slucajevima, pre nego $to primenimo teoremu 3.4, potrebno je izvrSiti
neke transformacije.

Primer 3.15. Odredi¢emo sledeée grani¢ne vrednosti:

.5+ 3x% 4+ 2x+5 . x4+ 1
a)hrf SO a3 b)hrf—
X— X X X X— '
x++/x+/x
%) im S04+ 45 S(5+2+343) 1
1 = 1 g
=+ SO+ x2+x+3 =t i3 (54_;1(4_%4_%

b) lim ————— = lim =1.
x—+
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3.4 Neke vazne granicne vrednosti funkcija

Prvo ¢emo izvesti neke nejednakosti na osnovu geometrijskih razmatranja.
Posmatrajmo jedini¢nu kruZnicu sa centrom u tacki O(0,0) i neka je dat ugao

0<x< 5 ¢iji kraci seku kruznicu u taCkama A(1,0) i M(x,y). Tangenta kruZnice
u tacki A neka sece krak OM u tacki N, i neka je M’ podnoZje normale iz tatke M
na x-osu (slika 3.5).

U tom slucaju vaZzi oCevidna nejednakost

Ppoam < Pioam) < Proan, (3.4)

gde, na primer, Paoap 0znacava povrsinu trougla OAM, a P;ppr) 0znacava povrsinu
kruznog isecka OAM. Visina trougla OAM koja odgovara stranici OA je MM' =

sin
sinx, pa je Proamy = 3 1-sinx = Tx Sli¢no, posto je kateta NA pravouglog

Slika 3.5.

1 t
trougla OAN jednaka tgx, to je Proan = 3 l-tgx= g. Konacno, iz elementarne
matematike je poznato da je povrSina kruZznog isecka jednaka polovini proizvoda
poluprecnika na kvadrat i zahvacenog ugla (jasno, izraZenog u radijanima):
1 — X
Pioam) = 5 (OA-OM -x) = 5
sinx x

t
Relacija (3.4) se moZe zapisati na sledeci nacin: =N < 3 < % Odavde je

sinx < x < tgx. (3.5)

Granicne vrednosti lim sinx = sinxg i lim cosx = cosxy
X—X( X—X(

Dokazaéemo prvo da je lin(l) sinx = sin0 =01 limcosx = cos0 = 1. Naime, iz
X—

X—
prve nejednakosti u (3.5) sledi da je St <lza0<x< 5 Posto je funkcija Smx
X X

parna, to iz prethodne nejednakosti sledi da je

MY 1 za 0<|x < - (3.6)

X 2
Za proizvoljno >0 ( < 5) uzimajuéi = , dobijamo na osnovu (3.6) da 0 <
|x| < povlaci
|sinx—0| < |x| < ,
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tj. lirr(l) sinx = 0 = sin0.
X—
Za kosinusnu funkciju koristimo prethodni rezultat i trigonometrijski identitet

1 —cosx = 2sin® % Naime, imamo

lim cosx = lim (1 —2sin212“) — 1 —2limsinz-limsinz=1—2-0-0= 1 = cos0,

x—0 x— z—0 z7—

o X . .
gde smo stavili z = = (videti teoremu 3.7).

Sada lako dobijamo trazenu jednakost za opsti slucaj koriste¢i adicionu for-
mulu za sinusnu funkciju:
lim sinx = lim sin(x —xp +xo)
X—X0 X—X(
= lim sin(x —xp) - cosxp + lim cos(x —xo) - sinx
X—X( X—X(
= limsinz-cosxy+ limcosz - sinxy
z—0 z—0

= 0-cosxg+ 1-sinxg = sinxy,

gde smo stavili z = x — xp.
Analogno dobijamo trazenu jednakost za opsti slucaj lim cosx = cosxg koris-

X—X(
teci adicionu formulu za kosinusnu funkciju.
oy . sinx
Grani¢na vrednost lim — =1
x—0 X
Na osnovu (3.5) dobijamo
X tgx sinx
I<—< g—, odnosno 1 > —— > cosx. 3.7
sinx x X

jer smo pretpostavili da je x € (0, /2), §to povladi da suisinx > 01itgx > 0.
Kakoje lim cosx=cosO=1 toizteoreme 3.6 sledi da je

x—0+0
. sinx
lim — =1
x—04+0 X
.. sinx , O L B < <
Funkcija f(x) = ——, x#0, je parna, pavazidajei lim —— =1, §to kona¢no
X x—0-0 X
daje
sinx
lim —— =1
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t
Primer 3.16. Odredi¢emo lim E. Na osnovu lim cosx = 0 dobijamo

x—0 X x—0

tim &% — jim 30 gy L .
x—0 X x—=0 X x—0COSX
Cesto se u praksi javljaju primeri u kojima je potrebno odrediti grani¢nu vred-
nost kompozicije funkcija, posebno kada se grani¢na vrednost funkcije nalazi po-
mocu smene. Postavlja se pitanje da li je uvek moguée odrediti grani¢nu vrednost
pomocu smene. Odgovor na to pitanje daje sledeca teorema.

Teorema 3.7. Ako postoje granic¢ne vrednosti
limf(x)=L i limg(y)=K
x—a y—L

i za x # a u nekoj okolini (a— , a+ ) vaZi da je f(x) # L, tada postoji grani¢na
vrednost limgo f(x), koja je jednaka
X—a
limgo f(x) =K. (3.8)

X—a

Tx—17
Primer 3.17. Sledeca grani¢na vrednost hmM odreduje se na sledeci

x—1 x—1
nacin:
sin7(x—1)

x—1
gof,gdeje f(x) =T(x—1),xeRig(y) =

Funkcija h(x) = , x # 1, se moZe napisati kao sloZena funkcija h =

siny
v/7
siny

li =lim(7(x—1)) =0, Ii = lim —= = 7lim
lim f(x) = lim(7(x—1)) =0, limg(y) lim 27 = )LO y

—=,y # 0. Kako je

to su zadovoljeni uslovi teoreme 3.7, te sledi
limgo f(x) =limg(y) =7, paje lim
x—1 y—0 0

Primer 3.18. Odredi¢emo lim m.
x—0 xsin2x

. . .2 X ..

Na osnovu identiteta 1 — cosx = 2sin’ > x € R, dobija se

.2 X

1 —cosx Zsin 2
—_— n

I —cosx . X2 x2 .

im =lim — =lim — = lim — dim ——= - —
x—0 xsin2x  x—0 5 Sin 2x x50 ,sin2x x50 ,.sin2x x-o0 X X
2x 2x 2x 2 2

EI

ENI
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oy . "

Granicna vrednost lim (1 + ) =e

X— X

Kod nizova smo uveli broj e kao grani¢nu vrednost
1 n
e = lim <1 + > .
n— n

Vazi sledece uopstenje za nizove.

Teorema 3.8. Neka je (py)nen niz realnih brojeva da je lim p, = + i neka je
n—

(qn)nen niz realnih brojeva da je lim g, = — . Tada vaZi
n—
1 Pn 1 qn
lim <1+> = lim (1+> =e.
n— Pn n— qn
Dokaz. Neka je (ng)ren niz prirodnih brojeva takvih da je ]}im ng = . Niz sa

opstim ¢lanom (1 + %)n konvergira ka e, $to znaci da za svako > 0 postoji ng( )
takvo da za svako n > ng( ) vazi

(-

n
S$to daje lim (1 + ni) e
k— &

Neka je, dalje, (p,)nen niz realnih brojeva sa osobinom lim p, = + . Tada
n—

<, za n>no( ),

1\™
< , odakle sledi ‘<1+> —e
nj

postoji niz celih brojeva (ny ) ren, takvih da je l}im ne=-4 ivazi m < pr <ng+1,
tj. nx = [px]. Odavde je
1 1

1 1 1
< — < — odnosno 1+ <l4+—<1+—.
me+1  pe T o e+ 1 Dk Nk

Prema tome je (py su pozitivni za dovoljno veliko k)

1 Pk 1 Pk 1 Pk
I+ <|\I+—=) <|\1+—=)] ,
me+1 Dk n

1 ny 1 Pk 1 ng+1
1+ ) <|14+— <<1+ , 1.
ne+1 Dk ng
1\ 1\ 1\7* 1\ 1
<1+ ) <1+ ) <<1+> <<1+) (1+>.
ng+1 ng+1 Dk ny ny

odakle je
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Odavde sledi lim (1 n i)pk —e.
k—s Pk

Neka je dalje (g, )nen, niz realnih brojeva takav da je —g, > 11 lim g, = —
n—

Uvodenjem smene ¢, = — , dobijamo
1 qn 1 ~—n 1 n71 1
(+5) =0-) =(=5) " (+=5)
qn n n—1 n—1
Odavde sledi lim (1 n qi)q —e. 0
n— n

Na osnovu teoreme 3.2 prelazeci na nizove te koriste¢i teoremu 3.8 zakljucu-
jemo da vaZe jednakosti

1 X
lim (l + > =e, (3.9
x—+ X
. 1\"
lim (1 + ) =e. (3.10)
xX—— X

Primer 3.19. Odredi¢emo sledeée grani¢ne vrednosti:

x+1\"
a) )1(13(1)(1“)1/)‘; b) lim (x_1> .

x——+
a) Odredi¢emo prvo levu grani¢nu vrednost date funkcije u nuli, tj.
lim (1+4x)'/*. Ako stavimo t = 1/x, tj. x = 1/t, tadat — — kada x — 0 —0.

x—0-0

Tako dobijamo

I 1\
i (140 = tim (1) = tm (1+5) e

x—0— —S

Analogno se dobija da je i desna grani¢na vrednost date funkcije u nuli jednaka
e. Dakle, i traZena grani¢na vrednost je jednaka e, tj.

lim(14x)"* =e.

x—0

b) Imamo,
X 1 1
im (L) = g ()
x—+ \x—1 =t \x(1—=1)

1\* 1 \"
= lim (1+> - lim (1+ ) = ¢~
x—+ X x—+ x—1
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Eksponencijalna funkcijay=a*, x € R,a > 0,a # 1

Pomodu pojma grani¢ne vrednosti moZzemo precizno definisati §ta ¢emo po-
drazumevati pod a* za dati broj a > 0 i bilo koji realan broj x, tj. proSiri¢emo
pojam stepena za eksponente iz Citavog skupa realnih brojeva.

Neka je a > 1. Za x = n € N je jasno znacCenje izraza a”, jer je

Kako za svaki realan broj a > 0 postoji jedinstveno realno reSenje z > 0 za jed-
nacinu 7" = a, koje zovemo n—ti koren iz a i ozna¢avamo sa z = a'/", to uvodimo

m nmo _1 1\ !
an = an 1 a n — an
zan € N im ceo broj. Time je definisana eksponencijalna funkcija a”, kada je r
racionalan broj sa slede¢im osobinama za ry,r, € Q:
E))a' =a>0;
é) al-a = a"l""rz;
E}) ri < ry povladia™ < a™;

E}) lim d" =a", gde je ry fiksiran racionalan broj.
r—ro, re

Pokazacemo da vazi E;. Prvo ¢emo pokazati da je lim «" = 1. Kako je

r—0, reQ
lim /a =11 lim a~'/" =1 to za proizvoljno ’ > 0 postoji ny € N da je
n— n—
1— /<a—1/ng i al/ng <1+ /'
1
Odatle sledi, za s € Q sa osobinom |s| < = —, daje
no

- '<a <1+’ 3.11)
jerje a='/" < a® < a'/™ zbog Ej,.

Sada moZemo pokazati da uopste vazi Ej. Za proizvoljno > 0 na osnovu
(3.11) odaberimo > 0 tako da |s| < povlaci

S
- <@ <1+ (3.12)
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( / smo zamenili u (3.11) sa s a” je fiksan broj). Uzimajuéidaje s=r—rpi
a

mnozeéi (3.12) sa a’, imamo
a®— =d"(1— a")<d =d"-d " <d(1+ a)=d"+ .

Odatle sledi Ej.

Prethodno navedena osobina E} navodi nas da uvedemo eksponencijalnu fun-
kciju definisanu za sve realne brojeve.

Za x € R definiS§emo a@* na sledeci nacin

ax = lim ar. (313)

r—x,reQ

Za x € Q smo dokazali tacnost relacije (3.13), a za x € R\ Q ona nam sluZzi
kao definicija, pomocu koje proSirujemo definiciju eksponencijalnih funkcija na
ceo skup R.

Napomena. Grani¢na vrednost u (3.13) postoji, $to ovde neéemo dokazivati. Prime-
timo da vaZi a* = sup,_, ,cga" = infy>xreqa’.

Na osnovu (3.13) slede osnovne osobine eksponencijalne funkcije. Za xy, x; €
R vazi

E)a' =a>0;
E2) axl _axz — ax1+x2;

E3) x1 < x1 povlaci a! < a®?;

Ey) lim o =d";
x—xg, XER

Es) Skup vrednosti funkcije a* je skup svih realnih brojeva tj.
{a":xeR} =R".

Pokazacemo da vazi E4. Postupak je analogan dokazu osobine Ej. Prvo ¢emo

pokazati da je lém Raz = 1. Za proizvoljno ' > 0 postoji ny € N da je
z—0, z€

1—'<aV/m § glmocq4
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1
Odavde sledi za |z| < — prema E; da je
no

1-'"<a<1+ ', 1. lingazz 1. (3.14)
!
S . , . 1 .
Uzimajuéi za dato >0 da je u (3.14) ' = 1 < —, tada imamo da
a ng

|x —x0| < (zaz=x—xp) povlaci

o X—X0 -
1 axO<a <1+g9€0’
Mnozecéi levu i desnu stranu prethodne jednakosti sa @™, dobijamo kao posledicu
osobinu Ey.

U slucaju da je 0 < a < 1 vaZe sve osobine osim E3, koja se zamenjuje osobi-
nom

EY) x| < xp povlagi @t > a2,
Posebno, za a = e imamo eksponencijalnu funkciju y = e ili y = expx.

Logaritamska funkcija y =log,x,x > 0,a > 0,a # 1

Na osnovu osobine E3, odnosno Eg , eksponencijalne funkcije y = a* sledi da
ona obostrano jednoznacno preslikava skup R na skup R™. Otuda sledi postojanje
inverzne funkcije sa skupa R na skup R, koju nazivamo logaritamska funkcija i
oznacavamo je say =log,x, x e R, a>0,a# 1.

Na osnovu osobina Ej-E5 za eksponencijalnu funkciju kada je a > 1 (umesto
uslova E3 uslov Eg ,za 0 < a < 1), slede osobine logaritamske funkcije za x;, x, €
RT.

L) log,a=1;
L) log,(x1 - x2) = log,x1 +1og, x2;
L3) x; < xp povlaci log,x; <log,x2,zaa > 1;

Lg) x1 < x povlacilog,x; >log,x;,za0 <a < 1;

L Iim log x =log xp;
4) o xERF a aX0

Ls) Skup vrednosti logaritamske funkcije je skup svih realnih brojeva tj.

{log,x|xeR"} =R.
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Pokazacemo da vazi Ls). Neka je > 0.Za -okolinu tacke xo, tj. interval
(log,xo — ,log,x0+ ) biramo okolinu (xpa~ ,xpa ) tacke xo, koja se funkcijom
log, cela preslika u -okolinu tack e log, xo, tj. interval (log,xo — ,log,x0+ ), pa
odatle sledi prema (3.3) da vaZi Ly).

Naime, za x € (xoa~ ,xpa ) vazi

X
a < —<a.
X0

Na osnovu osobine L3) sledi

_ X
— =log,a” <log, (x) <log,a =
0

Prethodna nejednakost, zbog osobine L, ), daje
— <log,x—log,xg < . log,x € (log,xo — ,log,xo+ ),

Sto je i trebalo dokazati.

Posebno, kada je osnova a = e, logaritamska funkcija se naziva prirodni loga-
ritam i oznacava sa Inx (= log, x).

Osobina L), za x| = xp = x, daje

log, x* = 2log,, x.
Prethodna jednakost se matematickom indukcijom moZe uopstiti:
log,x" =nlog,x, neN.
Sada se moze predstaviti stepena funkcija na sledeéi nacin. Za s € R je
¥ =a'l%%" xy e RT,

Koristedi konstrukciju eksponencijalne funkcije i osobinu Ls) moZe se pokazati
sa vazi
log,x* =slog,x, scR".

3.5 Asimptote

Pomod¢u grani¢ne vrednosti funkcije dobijamo ponaSanje funkcije u okolini
tacke xo € R ili kada x tezi ka plus i minus beskonacno, $to se graficki moze izraz-
iti i pomocu asimptota. Mi ¢emo proucavati samo vertikalne, horizontalne i kose
asimptote, tj. pravolinijske asimptote.
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Definicija 3.7. Asimptota grafika funkcije f : A — Bu+ , (respektivnou — ) je
prava linija y = kx + n za koju vazi

XEIE (f(x) = (kx+n)) =0  (respektivno XEIP (f(x) = (kx+n))=0). (3.15)
Ako je u (3.15) k=0, tj. ako f ima grani¢nu vrednost n u + (respektivno u
— ), tada grafik funkcije f ima horizontalnu asimptotuu +  (respektivnou — ),
Cija je jednacina y = n.
Ako je u (3.15) k # 0, tada se prava y = kx + n zove kosa asimptota grafika
funkcije f u + odnosno u — . Brojevi k i n se u tom sluc¢aju odreduju pomocu
grani¢nih vrednosti

k= lim fx) n= lim (f(x)—kx),

x—+ X x—+

gde se u prethodnim grani¢nim vrednostima posmatra i slu¢aj kada x — —

Ako, za neko a, domen funkcije f sadrzi interval (a,+ ) i za svako M > 0
postoji T > a, sa osobinom da za x > T, vazi f(x) > M, tada kazemo da f tezi ka
plus beskonacno kada x — + i to oznacavamo sa

lim f(x) =+

x——+

Analogna znacenja imaju i oznake

lim f(x)=— , lim f(x)=+ i lim f(x)=—
x—+ X—— xX——

Definicija 3.8. Vertikalna asimptota grafika funkcije f : A — B u tacki xo je prava
linija x = xo ako f teZi bilo ka + ili ka — kada bilo x — xy+0 ili x — x¢ — 0.

Primer 3.20. Odredicemo asimptote grafika sledecih funkcija:

- 2 ‘ _x2+1
Vs = 2 YT ik ) =

2+1
x—3

a) Prirodni domen funkcije f je skup R\ {1, —1}. Njen grafik, dat na slici 3.6, ima
vertikalne asimptote x =11x = —1, jer je

2
lim = — i lim =4
x—140 1 — x2 x——140 1 — x2
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Primetimo da je

2 n . 5 2
im = i m —= 3
x—>1—01—x2 x—>—l—01—x2

Grafik funkcije ima horizontalnu asimptotu y =0 kadx — + ikadx — — |
jer je

=0 i lim -
ot 1—x2 - =2

b) Grafik funkcije f ima vertikalnu asimptotu x = 3 i kosu asimptotu y = x+ 3 kad
x— + ikadx — — (slika3.7).

3.6 Asimptotsko ponasSanje

U ovom delu definisaéemo oznake ~, "malo 0"i "veliko O", kad x — xg, koje
¢emo Kkoristiti u daljem radu, posebno u Analizi II kod izucavanja nesvojstvenih
integrala i redova.

Pretpostavimo da domeni funkcije f i g sadrze skup (a,xp) U (xo,b).

Definicija 3.9. Funkcija f se ponaSa kao funkcija g, kad x teZi xy, ako postoji
funkcija takva da je

f(x): (x)'g(x)a xe(aab)ax#xm i lim (x)zl
X—X(
Tada piSemo f(x) ~ g(x), kad x — xo. Dovoljan uslov (ali ne i potreban!) za asimp-
totsko ponasanje f(x) ~ g(x), kad x — xp, jeste jednakost

Primer 3.21. Dokazacemo asimptotsku relaciju e* — 1 ~ % sin(2x), x— 0.

X

1
1z jednakosti )lcgr(l) séi;n o) =7 po definiciji 3.9 sledi

in(3x) + 2arctg(2x) + 3x*
Primer 3.22. Odredi¢emo grani¢nu vrednost lim sin(3x) + arc' gz( *) +3x
x=0 In(1+ 2x+ sin”x) 4 xe*

koriséenjem asimptotskog ponasanja.
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Na osnovu sledecih asimptotskih ponaSanja:
sin(3x) ~ 3x, arctg(2x) ~2x, xe* ~x, In(1+2x+sin®x) ~ 2x+sin’x ~ 2x,
kad x — 0 (dokazati!), imamo

in(3x) + 2 arctg(2x) + 3x* 7 7
msm( x) + 2 arctg(2x) + 3x — i X

1 — = —.
=0 In(1 + 2x + sin®x) + xe* —03x 3

Definicija 3.10. KaZemo da je funkcija f "malo o"funkcije g kad x teZi xo ako
postoji funkcija takva da je

fx)= (x)-g(x), x€(ab),x#x, i lim (x)=0.
X—X0
Tada pisemo f = o(g), kad x — xp.
Ako je g(x) # 0, za svako x # xp, tada je potreban i dovoljan uslov za asimp-
totsku relaciju f(x) = o(g(x)), kad x — xp, jednakost

fx) _

im
A g
Posebno, ako je g(x) = 1, tada f(x) = o(1), kad x — xo, zna¢i da f tezi nuli kad

X — X0.

Primer 3.23. Pokazacemo ¢ — 1 = x+o0(x), x — 0. Data relacija sledi iz

F—1 Y-
lim -1 i Im&—"Y_1-1=0
x—0 X x—0 X

Definicija 3.11. Funkcija f je "veliko O"funkcije g, kad x teZi xy, ako postoji
konstanta K > 0 takva da je

fI<K-[gx)], x&(a,b), x # xo.

Tada piSemo f(x) = O(g(x)), kad x — xp. Posebno, ako je g(x) = 1, x € (a,b),
tada f(x) = O(1), kad x — xp, znaci da je, zaneko > 0, funkcija f ograni¢ena na
(xo— x0+ )\ {xo}.

Asimptotska ponasanja se mogu definisati i u sluc¢ajevima kad x — xo +0, x —
x0o—0,x — + , odnosno x — — , naravno uz odgovarajuci uslov o definicionom
skupu funkcije.
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3.7 Neprekidnost funkcije

3.7.1 Definicija neprekidne funkcije

Videli smo kako se pomoéu grani¢ne vrednosti funkcije opisuje ponasanje
funkcije u okolini tacke xy. Sada e nas interesovati one funkcije koje imaju odre-
deno ponaSanje (neprekidnost) u okolini tacke x¢ u kojoj su i definisane. Naime,
interesuju nas funkcije koje za "malu"promenu x u odnosu na xo prouzrokuju
"malu"promenu vrednosti funkcije f(x) u odnosu na vrednost f(xp). Kao §to smo
ved ranije videli, promena argumenta se opisuje rastojanjem x od x, tj. |x — x|, dok
se promena vrednosti funkcije opisuje rastojanjem f(x) od f(xo), tj. | f(x) — f(x0)|.
Tada prethodnu opisanu osobinu neprekidnosti funkcije moZemo precizno defini-
sati.

Definicija 3.12. Funkcija f : A — R je neprekidna u tacki xo € A ako za svako
> 0 postoji broj > 0 tako da vazi implikacija

(Vxed) x—xf< = [f(x)—flxo) < .

1z ove definicije sledi da se neprekidnost funkcije ispituje samo u onim tackama
u kojima je ona definisana. Medutim, nije obavezno (kao kod grani¢ne vrednosti
funkcije) da posmatrana tacka bude i tacka nagomilavanja domena funkcije. No
kako je u svakoj izolovanoj tacki funkcija trivijalno neprekidna to nam kao vaZzne
tacke za ispitivanje neprekidnosti funkcije ostaju tacke nagomilavanja, a za koje
vazi sledeca karakterizacija pomocu grani¢ne vrednosti.

Teorema 3.9. Neka je tacka xo € A tacka nagomilavanja domena funkcije f : A —
R. Tada je f neprekidna u tacki xo ako i samo ako je

lim_ f(x) = f(xo)-
xX—Xg, XEA
Dokaz sledi direktno iz definicije grani¢ne vrednosti funkcije u tacki i definicije
3.12.
U praksi, se obi¢no pojavljuju sledeca tri slucaja.

1. Neka je realna funkcija f definisana na intervalu (a,b) C A i neka tacka
xo pripada (a,b). Funkcija f je neprekidna u tacki xo ako vaze sledeca dva
uslova:

postoji lim f(x) i vazijednakost lim f(x) = f(xo).
X—XQ

X—X0
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2. Neka je realna funkcija f definisana na skupu koji sadrzi interval [xo,b).
Funkcija f je neprekidna sa desna u tacki xy ako vaze sledeéa dva uslova:
postoji  lim f(x) ivazijednakost lim f(x) = f(xo).
x—x0+0 x—x0+0
3. Neka je realna funkcija f definisana na skupu koji sadrZi interval (a,xo].
Funkcija f je neprekidna sa leva u tacki xo ako vaze sledeca dva uslova:

postoji  lim f(x) ivazZijednakost lim f(x) = f(xo).
x—x0—0 x—x0—0

Definicija 3.13. Funkcija f : A — R je neprekidna na skupu B C A ako je nepre-
kidna u svakoj tacki skupa B.

Posebno, funkcija f : A — R je neprekidna na zatvorenom intervalu [a,b] C A
ako je neprekidna na otvorenom intervalu (a,b) i ako vazi (videti slucajeve 2.1 3.):

lim f()=f(a) i lim f(x)=f(b).

x—a+0 x—b—0

3.7.2 Osobine neprekidnih funkcija

Teorema 3.10. Ako su funkcije f i g neprekidne u tacki xgy, tada su u toj tacki
neprekidne i funkcije koje predstavljaju njihov

zbir f+g; razliku f—g; proizvod f-g; koli¢nik J—t, ako je g(xo) # 0.
8

Dokaz. Pokazacemo samo da je zbir dve neprekidne funkcije u tacki xo neprekidan
u toj tacki, i to za slucaj kada je xo tacka nagomilavanja njihovih domena. Ostali
slucajevi se dokazuju analogno.
Neka su funkcije f i g neprekidne u tacki xo. Prema teoremi 3.9 tada vazi

lim f(x) = f(xo) 1 lim g(x) = g(xo)-

X—X( X—X(
Kako je (f+g)(x) = f(x) +g(x) i grani¢na vrednost zbira funkcija jednaka zbiru
grani¢nih vrednosti funkcija, to je
lim (f+g)(x) = lim (f(x)+g(x)) = lim f(x) + lim g(x)

xX—XQ X—X0

= [flx0)+g(x0) = (f +8)(x0). O

Teorema 3.11. Ako je funkcija f : A — R neprekidna u tacki xo € A i funkcija
g: f(A) — R neprekidna u tacki f(xo), tada je i sloZena funkcija go f : A — R
neprekidna u tacki x.
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Teorema 3.12. Ako je funkcija f neprekidna u tacki xo, tada postoji > 0 tako da
je ona ogranicena intervalu (xo — ,xo+ ).

Dokaz. Funkcija f je neprekidna u tacki xp, paza =1 postoji > O tako da za
svex € (xo— ,xo+ ) vazi —1+ f(x0) < f(x) <14 f(xo), odakle sledi tvrdenje
teoreme. (]

Osnovne elementarne funkcije su neprekidne na celom njihovom definicionom
skupu:

polinom je neprekidna funkcija na celom skupu realnih brojeva R (sledi iz neprekid-
nosti na R funkcije f(x) = x i prethodne teoreme);
racionalna funkcija R(x) = g((x; je neprekidna na skupu {x € R| P(x) # 0};

X

sinusna i kosinusna funkcija su neprekidne na celom skupu R jer je

lim sinx = sinxp i lim cosx = cosxy;
X—X( X—X(

funkcija f(x) = tgx je neprekidna na skupu R\ {LZH |keZ}, dok je funkcija
f(x) = ctgx neprekidna na skupu R\ {k |k € Z};

eksponencijalna funkcija f(x) = a*, a > 0, a # 1, je neprekidna na skupu R, jer je

lim a* = a™;
X—X0

logaritamska funkcija f(x) =log,x, a >0, a # 1, je neprekidna na (0,4 ), jer je

lim log, x = log, xo.
X—X0

Na osnovu prethodnog i neprekidnosti ciklometrijskih funkcija, elementarne
funkcije su neprekidne na svom prirodnom definicionom skupu.

3.7.3 Prekidi funkcija

Definicija 3.14. Ako funkcija f : A — R nije neprekidna u tacki xo € A, kazemo da
ona u toj tacki ima prekid.

Primer 3.24.

1
a) Funkcija f(x) =
X —
ispitivati neprekidnost ove funkcije u tacki 1. (Pogresno bi bilo reéi da je funkcija
f prekidna u tacki 1.)

I nije definisana u tacki x = 1, tako da se ne moze ni
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2
-1
.. * za x#1, . . o .
b) Funkcija f(x) = x—1 je neprekidna u tacki x = 1, jer je
2 za x=1
im S (x+1) =2 = £(1)
1m = l1m g = .
x—1 x—1 x—1 *
x—1
.. za x#1, .. . e .
¢) Funkcija f(x) = x—1 nije neprekidna u tacki x = 1, jer je
5 za x=1

lirr%f(x) =2 # 5 =f(1), (uporeditisab)).

sinx a x40
— za x
d) Funkcija f(x) = X " je prekidna u tacki x = 0, jer je
10 za x=0

lim f(x) = 1 # 10 = £(0),

Primetimo da je funkcija f definisana u tacki O i ima u njoj grani¢nu vrednost
jednaku 1. Da je funkcija f bila definisana u tacki 0 sa vrednos¢u 1, bila bi u njoj i
neprekidna.

e) Funkcija
1 za x>0,
f(x) =sgnx = 0 za x=0,
-1 za x<0

je prekidna u tacki x = 0, jer je

lim f(x) =1# —1 = lim f(x).

x—040 x—0—0

Za razliku od c) ili d), ovde je potpuno svejedno kako je funkcija definisana u tacki
x = 0 (videti sliku 3.8).

Definicija 3.15. Ako funkcija f : A — R ima prekid u tacki xg € A, kaZemo da
funkcija u toj tacki ima

1. prividan prekid, ako postoji lim f(x) =L ivaZi L # f(xo);
xX—X(

2. prekid prve vrste, ako postoje lim f(x)=L;i lim . fx)=Ly,ali L) #

x—x0+0 X—Xxg—
Ly;
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3. prekid druge vrste, ako nije ni prividan ni prekid prve vrste.

Funkcije pod b) i ¢) u zadnjem primeru imaju prividne prekideux =1ix =0,
respektivno.

Primer 3.25. a) Funkcija f(x) = [x] dodeljuje broju x € R najveéi ceo broj koji
nije veéi od x. Dakle, za k€ Z je

li =k 1 L =k—1
x—1>ir-&l-0f(x) ! x—%irlof(x) ’

pa f ima prekid prve viste u svakom celom broju k (slika 3@, - 5 g

x, x<1,
x+1, x>1.
Ona je neprekidna na skupu R\ {1}, ali ima prekid prve vrste u tacki 1. Grafik

ove funkcije je dgna slii;3.10. Slika 3.11.

b) Neka je f(x) = {

¢) Funkcija f data sa

—X>+4x—5, x<2,
flx)= 0, x=2,
x> —4x+5, x>2

(slika 3.11), ima prekid prve vrste u tacki xo = 2, i neprekidna je na skupu R\ {2}.

1
Primer 3.26. Funkcija f: R\ {0} — R, data sa f(x) = sin—, x # 0, je neprekidna
X

na svom definicionom skupu R\ {0}, ali nije definisana za x = 0 (sl. 3.12). U
primeru 3.11 videli smo da f nema grani¢nu vrednost u 0. Odavde sledi da funkcija

F,datasa
ro={ 71 70

ima prekid druge vrste u tacki 0, nezavisno od izbora broja L (uporediti sa slede¢im
primerom!).

1 1
Slika 3.12. f(x) = sin; Slika 3.13. g(x) = x sin S

1

Primer 3.27. Funkcija g, data sa g(x) = xsin—, x # 0, je neprekidna na svom
X

definicionom skupu (sl. 3.13). Za razliku od funkcije f iz primera 3.26, ona se
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moZe naknadno definisati u tacki O tako da postane neprekidna i u tacki O (a time i
na celom R).
U stvari, videli smo u primeru 3.4 da je

. 1
limx sin— = 0,
x—0 X

pa je funkcija G, data sa G(x) = { g(ljc), ifg neprekidna u tacki 0 ako (i

samo ako) je L =0.

3.7.4 Neprekidne funkcije na zatvorenom intervalu

Sledece teoreme daju dve vazne osobine neprekidne funkcije na zatvorenom
intervalu.

Teorema 3.13. (Bolcano-KoSijeva teorema) Neka je funkcija f : A — R nepre-
kidna na intervalu [a,b] C A, i neka je f(a)- f(b) <0. Tada postoji ¢ € (a,b)
takvo da je f(c) = 0.

Dokaz. Podelimo interval [a,b] na dva jednaka intervala. Ako f(s) =0, gde je

_a+b

s = ——, tada je ¢ = s i dokaz je gotov.

Ako je f(s) # 0, tada jedan od intervala [a, 5], [s, b] ozna¢imo sa [a;, b, ], tako da
je ispunjen uslov f(a;)f(b;) < 0 (na osnovu polazne pretpostavke f(a)- f(b) <0).
Nastavljajuci ovaj postupak na isti nac¢in ¢emo dobiti ili u jednom od koraka tacku
c takvu da je f(c) = 0, ili niz intervala [a,,b,] od kojih je svaki sledeéi sadrzan
u prethodnom i takav da je f(ay) - f(b,) <0 (n € N). U drugom slu¢aju na os-
novu Kosi-Kantorovog principa postoji tatka ¢ € [a,b], koja leZi u svim interval-
ima [a,,b,). Na osnovu konstrukcije, nizovi (a, )nen 1 (bn)nen imaju osobinu da je
’}Ellan :’}i_r)nbn:c.

Kako su intervali [a,,b,], n = 1,2,..., formirani tako da je f(a,)f(b,) <0, na
primer f(a,) <0, f(b,) >0, n=1,2,..., to na osnovu neprekidnosti funkcije f
sledidaje f(c)= r}gn flay) <0, 1 f(c) = r}gn f(by) > 0. Zatoje f(c) =0. O

Teorema 3.13 je veoma znacajna za priblizno odredivanje nula funkcije na in-
tervalu, jer navedeni dokaz daje i algoritam za nalaZenje priblizne vrednosti nule
funkcije.

Kao posledica prethodne teoreme dobija se Brauerova! teorema o nepokretnoj
tacki u skupu R.

IL. E. J. Brouwer (1881-1966)
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Teorema 3.14. Neka je f : [a,b] — [a,b] neprekidna funkcija. Tada postoji ¢ €
[a, D] tako da je f(c) = c.

Dokaz. Ako je f(a) = aili f(b) = b dokaz je gotov. Ako je f(a) #ai f(b) #b,
tada je f(a) > ai f(b) < b. Neka je g : [a,b] — R definisana na sledeéi natin

g(x)=f(x)—x, x€[a,b].

Tada je g(a) = f(a) —a > 01 g(b) = f(b) — b < 0, te na osnovu teoreme 3.13
postoji ¢ € (a,b) takvo da je g(c) = 0 odnosno f(c) = c. O

Napomena. Ako je f : [a,b] — R c € [a,b] je takvo da vazi f(c) = ¢, ¢ se naziva
nepokretna tacka preslikavanja f.

Primer 3.28. Pokazacemo da jednacina cosx —x = —1 ima reSenje.
Funkcija

f(x)=cosx—x+1

je neprekidna na skupu R i na intervalu [0, ] menja znak, jerje f(0) =2,a f( )=
— . Prema teoremi 3.13, tada na intervalu [0, | postoji bar jedan broj ¢ takav da je
f(c) = 0. Oevidno je tada broj ¢ i reSenje date jednacine.

Primer 3.29. Na primeru funkcije f : [—3,3] — R, date sa

Flx) = x2+1, —3<x<0;
YT =2 +1), 0<x<3,

pokazacemo da se uslov o neprekidnosti funkcije u teoremi 3.13 ne moZe izostaviti.
Funkcija f nije neprekidna u 0. U krajnjim tackama intervala [—3, 3] funkcija f ima
vrednosti razli¢itog znaka, jer je f(—3) =10 i f(3) = —10. Medutim, f(x)#0
zasve x € [—3,3], tj. f nema nulu na datom intervalu.

Metoda polovljenja. Dokaz teoreme 3.13 se koristi za pribliZno reSavanje jednacine
f(x) = 0 metodom polovljenja i veoma je podesna za primenu na rafunaru. Neka je
f :[a,b] C R neprekidno preslikavanje takvo da su f(a) i f(b) razli¢itog znaka. Ako
je £ (%52) =0, tada je broj c = % regenje jednadine f(x) = 0. Ako je f (“f2) #0, tada
postupamo po dokazu teoreme 3.13. Dobijamo niz intervala [a;,b1] D [az,b2] D ... takvih

daje b, —a, = %, za svakon € N, te je lim (b, —a,) = 0. Lako je videti da je za svako
n—
neN
b—a
lc—an| <

o
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Koristeéi gornju nejednakost, koja sluZi za ocenu greske koja nastaje pri aproksimaciji
reSenja ¢ brojem a,, moZemo za dato odrediti ng € N tako da je |c —a,,| < i tako
posti¢i Zeljenu tacnost aproksimacije reSenja ¢ jednacine f(x) = 0 brojem ay, .

VaZna posledica prethodne teoreme 3.13 je da neprekidna funkcija na zatvorenom
intervalu uzima sve meduvrednosti izmedu dve vrednosti funkcije u dve tacke iz
tog intervala.

Teorema 3.15. Neka je funkcija f: ( , ) — R neprekidna na intervalu ( , ), i
neka je za dve tacke a i b tog intervala f(a) =A < f(b) = B. Tada vazi:

(vc c (A,B)) (ac e (a,b>) flo)=c.

Dokaz. Neka je a < b. Funkciju g(x) = f(x) — C je definisana i neprekidna na
intervalu [a,b] i vazi

g(a)g(b) = (A-C)(B—-C) <0,

pa na osnovu teoreme 3.13 postoji tacka ¢ € [a,b] takva da je g(c) = f(c) —C =0.
g

Neprekidna funkcija koja nije konstanta uvek preslikava interval na neki drugi
interval.

Primer 3.30. Funkcija f(x) = sin( x)+cos( x) —x*+ 3 dostiZe na intervalu
[0,1] vrednost 2. Zaista, funkcija f je neprekidna na intervalu [0, 1] i u krajnjim
tackama dostize redom vrednosti 4 i 1, jer je f(0) =4 i f(1) =1. Iz teoreme

3.15 sledi da postoji na intervalu (0, 1) tacka ¢ takva da je f(c) = 2.

Videli smo u teoremi 3.12 da neprekidnost funkcije u tacki povlaci njenu lokalnu
ograniCenost, tj. ograni¢enost u nekoj okolini te tacke. Na zatvorenom intervalu
vazi globalna ogranicenost.

Teorema 3.16. Neprekidna funkcija na zatvorenom intervalu [a,b| je ogranicena.

Dokaz. Kako je funkcija f neprekidna na intervalu [a,b], ona je neprekidna u
svakoj tacki intervala [a,b]. Na osnovu teoreme 3.12 za svaku tacku x € [a, b] pos-
toji otvoreni interval U (x) takav da je funkcija f ograni¢ena na skupu [a,b]NU (x).
Familija takvih okolina U (x), x € [a, b], pokriva interval [a,b], pa se prema Hajne-
Borelovoj osobini zatvorenog intervala moze izdvojiti kona¢na familija U (x;), ...,
U (x,) intervala koja pokriva interval [a,b]. Na svakom od tih intervala U (x;) funk-
cija f je ograniCena, tj. postoje realni brojevi my,...,m,, M1,...,M, takvi da vazi

m; < f(x) <Mj, x€la,blNU(x;), j=1,...,n.
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Za svako x € [a,b] vazi
min{m;...,m,} < f(x) <max{M,...,M,},
Sto znaci da je f ograniCena funkcija na celom intervalu [a, b]. U

Teorema 3.17. Ako je funkcija f neprekidna na zatvorenom intervalu |a,b|, tada
postoje tacke ¢ € [a,b] i d € |a,b], u kojima funkcija f ima minimum i maksimum,
odnosno vaZi

fle) < fx) < f(d), x€la,b].

Dokaz. Prema teoremi 3.16 funkcija f je oganiCena pa postoje realni brojevi m i
M takvi da je

m= inf f(x), M= sup f(x).
x€[a,b] x€[a,b)
Pokazacemo da postoji tacka d € [a, D] takva da je f(d) = M.
Pretpostavimo suprotno, odnosno da takva tacka d ne postoji. Tada vazi

f(x) <M, Vx¢€la,b],

pa je funkcija g(x) = M — f(x) neprekidna na [a,b],i g(x) #0, x € [a,b].

Funkcija h(x) = e neprekidna na [, b], i prema teoremi 3.16 ona je ograni¢ena
g(x

na [a, b]. Znaci, postoji realan broj K > 0 takav da je

h(x) <K, x€a,b],

1
- M- f(x)
odakle je
1
f(x) SM_E =M; <M, zasvako x € [a,b].

Broj M, je gornje ograniCenje skupa vrednosti funkcije f, ali je M} < M, §to je

suprotno pretpostavci da je M = sup f(x).
x€la,b]
Analogno se pokazuje da postoji tacka ¢ € [a,b] takva da je f(c) = m. O

Primer 3.31. Funkcija f(x) = x? je neprekidna na intervalu [0, 1] i ima minimum
u tacki 0 i maksimum u tacki 1.

1

Primer 3.32. Funkcija f(x) = — je neprekidna na intervalu (0, 1) ali nije ograni-
X

¢ena na tom intervalu. Medutim na intervalu [r, 1), gde je 0 < r < 1 funkcija f je

ograniCena, a na intervalu [r, 1], gde je 0 < r < 1, ona ima i maksimum i minimum.
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Primer 3.33. Za funkciju f(x) = x>+ 1, x € R, odrediti njen infimum, supremum,
1, ako postoje, minimum i maksimum na datom intervalu / :

a) I=[-2,0; by I=[1,3); a) I=[-2,3];
a) Funkcija f(x) = x> + 1 nad intervalom [—2,0) ima infimum u tacki 0, koji je
jednak 1. Ova funkcija ima maksimum (dakle i supremum), koji je dostignut u
tacki —2, i taj maksimum je jednak f(—2) =5.

b) inf f(x)=2, min f(x)=2, sup f(x)= 10, ne postoji max f(x).
x€[1,3) x€(1,3) x€[1,3) x€[1,3)

¢) inf f(x)= min f(x)=f(0)=1, sup f(x)= max f(x)=f(3)=10.
xe[-2,3] xe[-2,3] x€[~23] x€[-23]
Primetimo da se teorema 3.17 primenjuje samo u slucaju c¢); primeri a) i b)
pokazuju da ta teorema nije tacna bez uslova o zatvorenosti posmatranog intervala.
Videli smo da se neprekidnost funkcije na nekom skupu definisala preko neprekid-
nosti te funkcije u svakoj tacki tog skupa. Sad ¢emo uvesti drugu vrstu neprekid-
nosti koja se definiSe odmah na skupu.

Definicija 3.16. Funkcija f : A — R je uniformno neprekidna na skupu A ako za
svako > 0 postoji broj > 0 tako da za sve x',x" € A vaZi implikacija

' =x < = I fE) =<

Primetimo da u prethodnoj definiciji > 0 zavisi samo od >0, = (),

a ne i od tacke xy (kao Sto je to bilo kod neprekidnosti u tacki xp, gde je =

( ,x0)). Ocigledno je da iz uniformne neprekidnosti funkcije f na skupu A sledi

i neprekidnost u bilo kojoj tacki xo € A. Treba samo u definiciji 3.16 uzeti X' = x i
x"" = xo. Obrnuto u opStem slucaju nije ta¢no.

Primer 3.34. Funkcija f(x) = x? je neprekidna na R. Pokazac¢emo da ona nije uni-
formno neprekidna na R. U tu svrhu uzmimo dva niza (x,")nen i (x,”)nen defin-
isanasax,’ =+v/n+11ix,” =/n, respektivno. Kako je

1
lim (x,” —x,") = lim (Va4 1 — /) = lim ———— —0,
nH( ) n*}( f) s /n+1+\/?l

to za bilo koje > 0 uvek postoje x," i x,” daje |x," —x,”| < , ali je uvek
f(xn/) _f(xnﬂ) = (n+ 1) —n=1,
§$to se ne moZe ufiniti manjim od < 1.

Ipak, u specijalnom slucaju vazi slede¢a teorema.
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Teorema 3.18. Ako je funkcija f neprekidna na zatvorenom intervalu |a,b|, tada
Jje ona i uniformno neprekidna na tom intervalu.

Dokaz. Neka je funkcija f neprekidna nad intervalom [a,b]. Pretpostavimo da
tvrdenje teoreme nije tacno, tj. da postoji > 0 tako da za svako > 0 postoje
tacke x’ i x” sa osobinom da je

i =x <1 ) = )] 2

Neka je sada ( ,)uen niz pozitivnih brojeva koji konvergira 0. 1z prethodnog
sledi da za svako n € N postoje tacke x,,” i x,,” iz [a, b], takve da je

|xn/_xn”|< no 1 ‘f(xn/)—f(xn”)fz . (3.16)

Prema Bolcano—VajerStrasovom stavu za nizove, teorema 2.7, iz svakog ogra-
ni¢enog niza realnih brojeva, te i iz niza (x,’),en, moZe se izdvojiti konvergentan
podniz, koji konvergira ka nekoj tacki xo’ € [a,b] (da granica x pripada inter-
valu [a,b] sledi po napomeni iza teoreme 2.3). Da ne bismo komplikovali oz-
nake, uzeéemo da upravo niz (x,’),cn konvergira ka xo. Kako je [x," —x,”| < , i
}}gn » =0, to mora biti i r}l_{n x," = xo.

Prema pretpostavci, f je neprekidna funkcija na [a,b], pa je f neprekidna i u
tacki xp. To znaci da je

lim f(x}) = lim f(x})) = f(x0), t. lim f(x})— lim f(x}) =0.

Medutim, to je u suprotnosti sa izborom tacaka x,’ i x,”, za koje smo pret-
postavili da za sve n € N vaZe nejednakosti u (3.16). U



Glava 4

Izvod funkcije

U ovoj glavi pomoéu grani¢ne vrednosti funkcije uvodimo vazan pojam izvoda
funkcije, koji predstavlja osnov tzv. diferencijalnog racuna. Pokaza¢emo da izvod
funkcije ima niz pogodnih osobina prema zbiru, proizvodu, koli¢niku i kompoziciji
funkcija, kao i inverznoj funkciji. Izvod omogucava jednostavne karakterizacije
osobina funkcije (monotonost, ekstremne vrednosti i konveksnost), $to obezbeduje
precizno ispitivanje funkcija.

Slika 4.1,
4.1 Definicija prvog izvoda funkcije
Neka je realna funkcija f definisana na intervalu (a,b) i neka je xq fiksirana

tacka iz intervala (a,b), a x proizvoljna tacka iz intervala (a,b). Tada se veli¢ina
X = Xx—Xo naziva prirastaj nezavisno promenljive (argumenta) x u tacki xg, a
veli¢ina
y=f(x)=f(xo) = flxo+ x)—f(x0),

koja predstavlja odgovarajuu promenu zavisno promenljive y, naziva prirastaj
funkcije f u taCki xo. Primetimo da yzavisiodxpi x,t. y= y(xo, X).

Nekaje x> 01ineka sutacke P(xo, f(x0)) i Q(xo+ x,f(xo+ x))na grafiku
funkcije f, a tacka T'(xo+ x,f(xp)) podnoZzje normale iz P na ordinatu kroz Q
(slika 4.1). Tadaje x=PT i y= QT, tj. priraitaj nezavisno promenljive i pri-
raStaj funkcije u tacki xg su respektivno duzine kateta PT i QT pravouglog trougla
PTQ.

Za pravu meru brzine promene funkcije, moramo promenu y uporediti sa

. . . v Yo .. TR
promenom X, tacnije, vaZan je koli¢nik — prirastaja funkcije yi prirastaja neza-
X
visno promenljive x. Koriste¢i oznake sa slike 4.1, ta je veli¢ina jednaka

v _flot+ x)—flxo) QT @1
X X PT

100
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Posmatracemo ovu veli¢inu na dve konkretne funkcije.

Primer 4.1. Neka je f(x) = x i neka je prvo xo = 2.

Ako uzmemo x = 1, ondaimamo x=1-2=—1, teje
y —1
_— = — = 1
x -1 ’

dok za (recimo) x =3 imamo x=3-2=11i y=1,paje SR 1.
Ako bismo uzeli drugu vrednost za xp, na primer xo = 1, ixx = 3, onda bismo
imali x=3-1=2i y:f(3)—f(1):2,teje—i: L.
Primetimo da za funkciju f(x) = x vazi za proizvoljnoxo € Riza x=x—x
daje y=x—xp, tejekoli¢nik iz (4.1) jednak
Yy _X—Xo

—= = =1.
X  X—Xp

Primer 4.2. Neka je g(x) = x%, x € R, i neka je xo = 2.
Uzimajuéi prvox =1, imamo x=—1i y=g(1)—g(2)=1—-4= -3,5to
daje
-3
"3 4.2)
x -1
ZadrugutaCkux=3imamo x=xp—x=1i y=g(3)—g(2)=9—-4=5,pa

je Y 5. Primetimo da se ova vrednost razlikuje od prethodno dobijene vrednosti
X

Koli¢nika — u (4.2).
X
Ako bismo uzeli drugu vrednost za xg, na primer xo = 1, za x = 3 imali bismo
x=3-1=2i y=g(3)—g(1)=8,teje

Dakle, opet smo dobili razli¢ite vrednosti za —y, Sto pokazuje zavisnost koli¢nika
X
(4.1) od x i xo.

Vazi uopste za g(x) = x%, x € R, gde su x i xy proizvoljne tacke iz R, da je

X =X—Xo, y:xz—x(z), Sto daje

2 2

X7 — X,
7}7: 0:x—|—xO:2X0+ X.

X  X—Xp
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“ . e . iy- Yy o v . ..
Kao §to nam pokazuje zadnji primer, veli¢ina — u opStem slucaju zavisi od
X
tacaka x iz okoline tacke xo. Kako bismo izbegli ovu zavisnost, posmatraéemo
grani¢nu vrednost koli¢nika —i kad x — xo, tj. kad x — 0.

Definicija 4.1. Neka je realna funkcija f definisana na intervalu (a,b) i neka xo €
(a,b). Grani¢na vrednost

lim Y lim flxo+ x) —f(X())’ (4.3)

x—0 X x—0 X

ako postoji, naziva se prvi izvod funkcije f u tacki xo, i oznacava se sa f”'(xo).

dy(xo)

Pored f'(x0), za prvi izvod funkcije f u tacki x koristi se i oznaka
df(xo)
d

ona diferencijabilna u tacki xo € (a,b) (videCemo u poglavlju 4.8 objasnjenje za
prethodnu oznaku i naziv).

. 4.

. Ako funkcija f: (a,b) — R ima prvi izvod u tacki xp kazemo jos i da je

Primer 4.3. Na osnovu primera 4.1 imamo da je za funkciju f(x) = x izvod u tacki
xo = 2 dat sa

£12) = lim = = fjm L2 D =SQ)

x—0 X x—0 X

=1.

Ostavljamo ¢itaocu da proveri da je f'(xg) = 1 u proizvoljnoj tacki xy € R.

2

Primer 4.4. Na osnovu primera 4.2 imamo da je za funkciju g(x) = x* izvod u

nekoj tacki xg € R dat sa

_ 2,2
x—0 X x—0 X x—0 X
2 2
— im0 Y i 20+ x) = 2x.
x—0 X x—0

3

Primer 4.5. Prvi izvod funkcije f(x) = =, x # 0, u tacki xo # 0 je po definiciji 4.1
X

jednak

X+ x x _ oo “3x 3
x—0 x x—0xp(xo+ x) x x5
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Primer 4.6. Po definiciji, prvi izvod funkcije f(x) = /x, x > 0, u tacki xo > 0
odreduje se na sledeci nacin:

f'(x) = lim Vit x—vE L (Vo x— VR (Vo x+ Vo)
0 o * =0 x(Vio+ x+ /%)

1
= lim

X
=0 x(vVxo+ x4+X) 2yX0

Primetimo da je funkcija f neprekidna u tacki xo = 0, ali da nema izvod u toj tacki,
jer ne postoji grani¢na vrednost

. VO+ x—+0 ) 1
lim ———— = lim — =+
x—0+ X x—04+ 1/ X

Definicija 4.2. Funkcija ima izvod na skupu A; C (a,b) ako ima izvod u svakoj
tacki skupa A .

U tom se slucaju funkcija f’: Ay — R zove izvodna funkcija za f (ili: prvi izvod
funkcije f).

Primetimo da je za funkciju f(x) = 1/, x > 0, izvodna funkcija jednaka f”(x) =
27\1/)?’ sa definicionim skupom A; = (0, ), §to je striktno manji skup (u smislu
inkluzije) od A = [0, ) (videti primer 4.6).

Primer 4.7. Koris¢enjem definicije prvog izvoda 4.1, pokazac¢emo da su prvi izvodi
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osnovnih elementarnih funkcija x*, x™", sinx, cosx, a*, €*, log, x, Inx, dati sa
a) () =mx""!, xeR, neN,;
b) (x") = —nx "1, xeR\{0},neN;
¢) (sinx) =cosx, x€R;

d) (cosx) = —sinx, x€R;

1
e) (tgx)' = coix

0sZx

, xeR\{(ZkJrl)E‘kEZ};

-1

f) (ctgx) = —5—, xeR\{k |kcZ};
sin® x

g (a*) =a"-Ina, xeR, a>0;

h) (¢*) =¢*, xeR;

1
i) (log,x) = —— I;
i) (log,x) g’ x>0,a>0,a#1;
1
j) (Inx)' ==, x>0.
X

a) Neka je n € N. Tada je prvi izvod funkcije f(x) = x" u tacki x € R po definiciji
jednak:

(xn+nxn—1 x4 ”(”z—l)xn—Z X2+"‘+ xn) —

x—0 X

b) Neka je n € N. Tada je prvi izvod funkcije f(x) =x" u tatki x € R\ {0} po
definiciji jednak:

-n__ ,—n 1 ¥ — n
f'(x) = lim Sha) Y _ lim L G
x—0 X =0 x x'(x+ x)"
x”—(x"—i—nx”_l x—i—@x’“_z X4+ x")
- ;Tox”(x—l— X" x—0 X
. o n(n—=1) , ., -1 1 n—1
= W-l;g()(—nx" B X — X" = (—nx"77)
—(n+1)

= —nx .
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¢) Za f(x) = sinx i x € R imamo po definiciji

) _ . )
) = lim sin(x+ x) —sinx — Lim 2sin (7") Cos(%)
x—0 X p— .
sin (= )
= lm (2) 11mCOS< + x):l'cos'x
XHO TX X—>

Koristili smo adicionu formulu

sin —sin = 2sin(——)cos( + ), (4.4)
2 2
za =x+ xi = xineprekidnost funkcije cosx.
d) Za f(x) = cosx i x € R imamo po definiciji
. . 2X
F = Sl e (s (252)
x—0 X x—0 X
—sin (5 2
= lim ﬁ lim sin( as x) = —1-sinx
x—0 TX x—0 2
= —sinx.
Koristili smo adicionu formulu
cos —cos = —2sin(——)sin( ;L ),
za =x+ xi =xineprekidnost funkcije sinx.

) Za f(x) = tgx imamo za x ¢ {(2k+1)5| k € Z}:

sin(x+ x) sinx

t —t -
f’(x) = lim M — lim COS(X+ x) COSX
x—=0 X x—0 X

sin(x+ x)cosx —sinxcos(x+ x)
cos(x+ x)cosx

= lim
x—0 X
osin((x+ x)—x . 1 . sin x 1
= lim (( ) ) - lim = lim . 5
x—0 x x—-0cos(x+ x)cosx x-0 x cos’x
1

cosZx’
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Koristili smo adicionu formulu (4.4).
f) Za f(x) = ctgximamo za x ¢ {k |k € Z}:

cos(x+ x) cosx

sin(x+ x) sinx

ctg(x+ x)—ctgx .
m ] ) £X _ lim
x—0 X x—0 X

cos(x+ x)sinx—cosxsin(x+ x)
sin(x+ x)sinx

= lim
x—0 X
osin(—x+ (x+ x . 1
= — lim ( ( ) - lim — .
x—0 X x—0sin(x+ x)sinx
sin x 1 1
x—0 X  sin“x sin“x

g) Za funkciju f(x) = a* prvi izvod u tacki x € R po definiciji 4.1 je

ax+ X _ax a X __ 1
/ = 1 -_— = 1 *.
fo) = lm=— = ima
In(z+1
Posle smenet =a *—1, x= Il(1+)7 pri ¢emu t — 0 kada x — 0, imamo
na
.at— . t :
lim = lim =Inalim—————— =1Ina-1 =Ina.
=0 X i—0 In(t+1) =0 1In(141)1/t
Ina
Tako dobijamo

/ _ 1 X ax
f'(x) = lim a*-
x—0

=d*lna, a>0,a#1.

h) Ako je u g) a = e, onda dobijamo
(") =e'lne=¢", xeR.

i) Za funkciju f(x) = log, x prvi izvod u tacki x > 0 je

X+ x
lo
1 —1 ga
f/(x) — hm Oga(x+ x) Oga'x — hm
x—0 X x—0 X
. 1 X x/ x 1 ' X x/ x
= lim ~log, <1+x> =3 log (1;90<1+x> )

1 1 1 1
= ;logae:

x log,a " xIna’
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Koristili smo grani¢nu vrednost

lim (1+y)7 =e
y~>0

i neprekidnost funkcije Inx.

J) Ako jeui) a = e, onda dobijamo za x > 0:

1 1
Inx) = = —,
(nx) xlne x

Postavlja se pitanje kakva je veza izmedu neprekidnosti i diferencijabilnosti

funkcije u tacki.

Teorema 4.1. Ako je funkcija f : (a,b) — R diferencijabilna u tacki xy € (a,b),
tada je ona neprekidna u tacki xg.

Dokaz. Ako x pripada definicionom skupu funkcije f i x # xp, tada je ocigledno

1) = o)+ LT ()
0
Pustajudi da x teZi ka xg, dobijamo
lim f(x) = lim f(xp)+ lim f(xj)c—f(xo)‘ lim (x — xo)
X—X0 X—X0 X—X0 — X0 X—X0
= flx0)+f'(x0)- 0= f(x0). O

Obrnuto u opsStem slu€aju nije tacno. Naime, ako je funkcija f neprekidna u
tacki xo, tada ona ne mora biti i diferencijabilna u tacki xo (videti sledeci primer
4.8). Dakle, neprekidnost je potreban, ali ne i dovoljan uslov za diferencijabilnost
funkcije. Drugim re¢ima, ako funkcija u nekoj tacki nije neprekidna, onda ona ne
moZe imati izvod u toj tacki.

Primer 4.8. Pokazali smo (videti primer 2.4) da je funkcija f(x) = |x|, x € R,
neprekidna u svakoj tacki x € R, paiu tacki 0. Sada ¢emo dokazati da ova funkcija
nema prvi izvod u tacki nula.

0+0 x)—f(0
U tom cilju, pokazimo da za funkciju f(x) = |x| ne postoji lim0 f0+0 %)= £(0) ,
xX— X
tako Sto ¢emo potraziti levu i desnu granic¢nu vrednost gornjeg izraza u 0, i uveriti

se da su one razli¢ite. Za x < 0 imamo:
P (9 () S (5 S el P | T
x—0-0 X x—0-0 X x—0-0 X x—0-0 X
= — 1 s
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dokza x> 0imamo:

fim OO 0=SO0) _ 0+ Xm0l A X
x—0+0 X x—04+0 X x—0+0 X x—0+0 X

= 1.

Prema tome, funkcija f(x) = |x|, x € R, nema prvi izvod u tacki 0, i pored
toga §to je neprekidna u toj tacki. Dodajmo da ova funkcija f ima izvod u svakoj
talki x # 0 (proveriti!), i njena izvodna funkcija je jednaka f'(x) = —1 za x < 0,
odnosno f'(x) =1 za x > 0. U tacki O funkcija f’ nije definisana (tj. skup A; iz
definicije 4.2 je skup R\ {0}).

4.2 Geometrijsko tumacenje izvoda i prirastaja funkcije

Neka funkcija f : (a,b) — R ima prvi izvod u tacki xo € (a,b). Oznacimo take
P(x0,f(x0)) i Q(xo+ x,f(xo+ x)) (videti sl. 4.2). Koeficijent pravca seice s
koja prolazi kroz tacke P i Q dat je sa

fxo+ x)—f(x) vy

tg = =~
X X

gde je ugao izmedu prave s i pozitivhog smera x—ose. Ako je funkcija f nepre-
kidna u tacki xo, tada se tacka Q priblizava tacki P po datoj krivoj kada x — 0, tj.
kada se tacka xo + x pribliZava tacki xy ostajuci na x—osi.
Slika 4.2.
U grani¢nom slucaju, tacka Q se poklapa sa P, pa prava s postaje tangenta ¢

grafika funkcije f u tacki P. Koeficijent pravca tangente ¢ u tacki xo jednak je
prvom izvodu funkcije f u tacki xp :

ketg = lim 280t D=0 o (4.5)

x—0 X

Primer 4.9. Odredi¢emo ugao koji zaklapa tangenta grafika funkcije y = x> —
x+2, x € R, sa pozitivnim smerom x—ose u tacki

a)x=0; b)yx=1;, ¢) x=1/2.

Kakojey' =2x—1,x € R, toje

a) y/(0)=—-1=tg ,odakleje =3 /4;

b) y'(1)=1=tg ,odakleje = /4;

¢) y'(1/2) =0=tg ,odakle je =0 (j. tangenta date krive u tacki x = 1/2 je
paralelna sa x—osom).
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Prava
y—yo = f'(x0)(x—xo), (4.6)
gde je yo = f(xo0), je tangenta grafika funkcije f u tacki P(xo, f(xo)). Ako je jo$
zadovoljen uslov f/(xp) # 0, prava
1
f'(xo)
je normala grafika funkcije f u tacki P(xo, f(xo)).

y—yo=-— (x—x0) 4.7)

Primer 4.10. Jednadine tangente i normale grafika funkcije y = x> —2x> +2 u
tacki (2,2) odredi¢emo na sledeéi nacin.

Prvi izvod date funkcije je y' = 3x*> —4x, x € R, paje y'(2) =3-22 —4.2 =4.

Prema geometrijskom tumacenju izvoda, broj y’(2) predstavlja koeficijent pravca
tangente na datu krivu u tacki (2,2). Prema tome, ako je jednacina traZene tangente
oblika y = kx+n, tada je k = 4.

Slobodan ¢lan n se odreduje iz uslova da tacka (2,2) pripada tangenti. 1z 2 =
4.2+ nsledi da je n = —6, pa je jednacina traZzene tangente y = 4x — 6.

Ako je jednacina normale oblika y = kjx+ n, tada uslov da su normala i tan-
genta grafika u istoj tacki medusobno normalne prave povlali k| = —1/k, gde je
k koeficijent pravca tangente kroz tacku (2,2). Posto je k =4, to je k; = —1/4,
pa je jednaCina normale y = —%x +ny. Uslov da tacka (2,2) pripada normali daje
2= —% -24ny, tj. ny = 5/2, pa je jednadina traZene normale 4y +x = 10.

Primer 4.11. Odredi¢emo jednaline tangente i normale za funkciju y = /x u
tacki (4,2).

Izy = 2%/} sledi y’(4) = %, pa je jednacCina tangente oblika y = %x+n. Uslov
y(4) =2 daje 2 = 1 +n, pa je traZena jednacina tangente 4y —x = 4.

Jednacina normale je y = —4x -+ ny, pa iz uslova 2 = —4 -4 4 ny, sledi da je
jednacina traZene normale y + 4x = 18.

Primer 4.12. Odredi¢emo parametar k tako da prava y = kx + 1 bude tangenta
krive y? = 4x, i odrediti tacku (ili tacke) dodira.

Datu krivu moZemo zapisati kao y(x) = £2+/x, x > 0. Oznacimo sa T (xo,y(xo))
taCku u kojoj tangenta dodiruje datu parabolu. Tada je

|
k=1y'(xo) ::I:—x i y(xo) = =£2v/x0.

/X0

Prema tome se ordinata tacke dodira nalazi iz y(xo) = y’(x0)xo + 1, tj.

1
£2/xg=t——= 1.
X0 x0X0+
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Uzimanjem pozitivnog predznaka u zadnjoj jednakosti dobija se xop = 1 i tacka
dodira je T'(1,2). Jednacina tangente u toj tacki je y = x+ 1.

Dobijena tangenta je i jedina sa datom osobinom (tj. da je njena jednacina
oblika y = kx4 1), jer se iz jednacine

1
—2\/)Tz—ﬁxo+l,

dobija \/xo = —1, Sto je kontradikcija.

4.3 1Izvod zbira, proizvoda i koli¢nika funkcija

Teorema 4.2. Ako su funkcije f i g definisane na intervalu (a,b) i imaju prve
izvode u tacki x € (a,b), tada njihov zbir, razlika, proizvod i koli¢nik takode imaju
prvi izvod u tacki x € (a,b); u slucaju kolicnika mora se dodatno pretpostaviti da
je g(x) # 0. VaZe sledeca pravila za

a) izvod zbira, odnosno razlike funkcija:

(f(x) £g(x) = f'(x) £8"(x);

b) izvod proizvoda funkcija:

(f(x)-g(x) = f'(x)g(x) + f(x)g" (x);

¢) (C-f(x))=C-f'(x), gdeje C€ER konstanta,
d) izvod kolic¢nika funkcija:

<f(x)>’ _ f(x)gx) — f(x)g' (x)
g(x)

Dokaz.
a) Ako je z(x) = f(x) + g(x), tada imamo

m Z(x+ x)—z(x)
x—0 X
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Ul gl ) - () +8()
x—0 X
e (St ) ) gt x)—g(x)
N 1;T0< x + x )
e DOy G R0
= fi(x)+g'(x)
b) Ako stavimo p(x) = f(x) - g(x), tada imamo
pl(x) = liTOP(H x))c_p(X):;l,if(‘)f(x+ X)'g(HXX)—f(X)'g(X)
i S Dt DF Ft 0)g0) — f00)-8()
x—0 X
- iim < fot xSt x))c—g(x) L ft x))c_f(X) g(x)>
= lim f(x+ x)llir%g(x—i_ x))c_g(x)+1imf(’”r N =FE) i o)

h—0 X

= f)g'(x)+f'(x)g(x).

Koristili smo da je, na osnovu neprekidnosti funkcije f, f(x) = 1im0 fx+ x).
X—

¢) Sledi iz b) i C’ = 0, ako je C konstanta.

d) Ako stavimo k(x) = ng, tada je
Y lmk(w x))c —k(x) _ im L jgx—ﬁ;f;
L flet 9~ ) st
T gl )
= 1 . lim flx+ x)-glx)£g(x)- f(x) = f(x)-glx+ x)
—0g(x+ x)g(x) x—0 X
_ im elx fx+ x)—f(x) — g+ x)—g(x)
- ({ﬁogu : lim £(x) ) )
f'(x)-g(x) = f(x)-&'(x)

Napomena. Iz a) i c) sledi da ako su f i g diferencijabilne funkcije u tacki x, a A i

B realne konstante, tada je

(Af(x)+Bg(x))" = Af'(x) + Bg'(x),
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tj. izvod je linearna operacija.

Primer 4.13. 1zvod funkcije f(x) = x” — 4x? je, na osnovu teoreme 4.2) pod a) i
¢), jednak

flx) = (" —4x?) = (x7) — (4x?) = Tx8 —4(x?) =7x° — 8x, x€R.

Ocevidno je da pravilo pod a) iz teoreme 4.2 vazi i za zbir konacnog broja
diferencijabilnih funkcija:

(i) + &)+ + /) = A )+ L' @)+ +fu'(x). (4.8)
Primer 4.14. Za funkciju f(x) = sinx +x* +1Inx, x € R\ {0}, prvi izvod je, na
osnovu (4.8), jednak
f'(x) = (sinx+x> +Inx)’ = (sinx) 4 (x*)’ + (Inx)’ = cosx+3x> + %, xeR, x#0.
Primer 4.15. Za polinom stepena n,
Py(x) = apx" +ap 1 X" 14+ aix+ay, xR

gde sua, #0, a,—1,..., ai, ap date realne konstante, je na osnovu (4.8) jednak za
x€eR:
P/ (x) = (ax" +ay, 4 +ax+ap)
= (@) + (ap1x" 1) -+ (@1x) + (ao)’
= amxX" '4a,_1(n— X"+ F2ax+a.

1
Primer 4.16. 1zvod funkcije f(x) = (v/x+2x) (sinx+cosx+ 0g83x> jezax>0
je
fl(x) ! +2 ] | sinx+cos +10g3x
x) = | =—= X X+ —
2./x 8

+ (Vx+2x) <cosx— sinx — (811113)x> .

Pravilo pod b) iz teoreme 4.2 se uopStava i na proizvod od konacnog broja
diferencijabilnih funkcija:

(i) () fax) = AR falx) - fulx) + fi(x) - fo(x) f3(x) -+ fulx) +
b i) (X)) fo1(x) fu(x). (49)
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Primer 4.17. 1zvod funkcije f(x) = x>¢* cos x je na osnovu jednakosti (4.9) jednak

f'(x) = (X*¢"cosx)’ = 3x%e"cosx 4 x’¢* cosx — x’ e sinx.
2% —3x+1
Primer 4.18. Izvod racionalne funkcije f(x) = % zax € Rje
x

(4x—3)(x*+ 1) — (2x* =3x+1)2x _ 3x* +2x—3
(x> +1)2 (2 +1)2

flx) =

Primer 4.19. Odredi¢emo izvode funkcija a) f(x) =tgx i b) g(x) =ctgx,
kori$¢enjem formule za izvod koli¢nika dve funkcije (teorema (4.2) pod d)).

a) Kako je

sinx
tex= "0 YR {2k | —‘keZ},
&x cosx * \ 2k )2
to je
(tex) sinx\’  (sinx)’cosx —sinx(cosx)’  cos?x+ sin’x 1
X = = = = .
g COS X cosZx cos?x cos2 x
b) Kako je
COSX
tgx = — R\{k | keZ
ctgr=""% reR\[k ke,
to je
(ctgx) (cosx)/ (cosx)’sinx — cosx(sinx)’  —sin®x — cos®x 1
Clgx) = N = = = — .
g sinx sin®x sin®x sin’ x
Primer 4.20. Izvod funkcije
sinx — cosx 4k —1
=—) — ,k€Z
f) sinx + cosx X7 4
je jednak
£(x) (sinx +cosx)? — (sinx — cosx)(cosx — sinx)
X =

(sinx+ cosx)?

cos?x + 2sinxcosx + sinx + cos? x — 2 sinxcosx + sin> x

1+ 2sinxcosx
2

1 +sin(2x)
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4.4 Izvod inverzne funkcije

Teorema 4.3. Neka je funkcija f definisana na otvorenom intervalu koji sadrZi
tacku xyg u kojoj je f neprekidna funkcija i neka nad tim intervalom za f po-
stoji njena inverzna funkcija f~' koja ima izvod u tacki yo = f(xo), tako da je
(F71) (y0) # 0. Tada postoji izvod f'(xo) i vazi

) 1
f(x0) = T 00" (4.10)

Dokaz. Na osnovu neprekidnosti funkcije f u tacki xo sledi

limy = lim (f(xo+ x) = f(x)) =0.

x—0

Na osnovu jednakosti y= f(xo+ x)— f(xo)slediyo+ y= f(xo+ x)i

oo+ ) =f"(fxo+ x)=x0+ x.

Prema uslovu teoreme je f~!(yo) = xo. Zato je

lim fot+ x)—flx) _ lig Yot Y=Yo _ y
x—0 X —0Xxg+ X—Xxp x—0 ffl (yo + y) — ffl (y())
1
= lim
=0 f(yo+ y)—f"' ()
y
B 1
(f=1 ()
1
To znaci da postoji f'(xp) idaje f'(x0) = ——. O
(f=1 (o)
Primer 4.21. Odredi¢emo izvod funkcije f(x) = Inx, x > 0, kori§¢enjem teoreme

4.3.

Neka je xo > 0 i neka je yo = f(xo) = Inxo, tj. xo = €. Posto je funkcija f~!(x) =
e*, x € R, inverzna funkcija za datu funkciju f(x) = Inx, x > 0, to iz primera 4.7
pod h) i relacije (4.10) sledi:

1 1 1 1

S )=y = @y ~ e~ x

Sto se, naravno, poklapa sa jednakosti iz primera 4.7 pod j).
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Primer 4.22. Izvodi inverznih funkcija za trigonometrijske funkcije su:

1 —1
a) (arcsinx) = ——, x| <1; b) (arccosx) = ———, |x| < 1;
) ( )= M ) ( V=== M
1 —1
c) (arctgx)’:m, x €R; d) (arcctgx)’:m, xeR.

Dokazaéemo samo jednakosti pod a) i c).

a) Inverzna funkcije f(x) = arcsinx, [x| < 1 je x = f~!(y) = siny, |y| < 5. Ciji je
izvod, kako smo videli u primeru 4.7 pod c) jednak

(f~') () = (siny)’ = cosy.
Zato iz teoreme 4.3 sledi
1 1 1

1
'(x) = (arcsinx) = — = = = , lx] < 1.
Fx=( ) (siny)  cosy \/1—sin?y VI—x? g

¢) Inverzna funkcija za datu funkciju f(x) = arctgx, x € R, je x = f~1(y) = tgy,
y| < 5. €iji je izvod, kako smo videli u primeru 4.19 pod a) jednak

() =(tgy) =

cos?y’
Zato iz teoreme 4.3 sledi
1 1 1
! = t ! = = 2 = = (= R
f'(x) = (arctgx) (@) cos’y = 7 Iy g X

4.5 Izvod slozene funkcije

Teorema 4.4. Neka funkcija f : (a,b) — (c,d) ima izvod u tacki xo € (a,b) i neka
funkcija g : (c,d) — R ima izvod u tacki f(xo) € (c,d). Tada sloZena funkcija

h=gof, h:(a,b)—R,

ima izvod u xg i vazi
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Dokaz. Prema pretpostavci, funkcija f ima izvod u tacki xy, te je po definiciji

izvoda
f/<-x0) — hm f(XO+ X) _f(x0)7

x—0 X

a na osnovu neprekidnosti funkcije f u tacki xg je
tim (f(x0+ %)= f(x0)) =0.
X—

Dakle, ako je f(xo+ x)— f(xo) = u, odnosno f(xo+ x)= f(xo)+ u, tada
u—0kada x—0.
Ako je f(x) = k u okolini tacke xg, tj. ako je f funkcija konstanta, tada je i
h(x) = g(k) u okolini tacke x funkcija konstanta, pa je trivijalno

' (x0) =0=g(k)- f'(x0) =0-0.

Pretpostavimo da f nije funkcija konstanta u okolini tacke xo. Za x dovoljno
malo, uvek je f(xo+ x)— f(xo) # 0, i tada vazi

h(xo+ x)—h(xp)

h/(x()) - liTO X
i 8GR0+ ) —g(0) | flot x) = flx)
x—0 (x0+ x) ( ) x—0 X
i B D800y, S0 0=
u—0 x—0 X
= g'(f(x0))f"(x0)- O

Primer 4.23. Odredimo izvod za funkciju i (x) = sin?x, x € R. Neka je u = f(x) =
sinxig(u) = u®. Tadaje h = go f, tj.

h(x) = ¢(f(x)), x€R.
Na osnovu teoreme 4.4 imamo
h'(x) = (sin®x) = (u?)'- (sinx)’ = 2u-cosx = 2sinx-cosx = sin2x, x € R.

Primer 4.24. Odredimo izvod za funkciju k(x) = sin(x?), x € R. Neka je u =
f(x) =x%ig(u) = sinu. Tada je k = go f. Na osnovu teoreme 4.4 imamo

k' (x) = (sin(x?))" = (sinu) - (x*)' = cosu- (2x) = 2x cos(x*), x € R.

Uporediti dobijeni izvod sa onim iz prethodnog primera 4.23!
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Primer 4.25. Odredimo izvod za funkciju y = v/x2 — 2x. Neka je u = f(x) = x> —
2x1 g(u) = \/u. Tada na osnovu teoreme 4.4 imamo

y= (V=2 = (Vi) (2 =20 = (262 =~

Primer 4.26. Odredimo izvod za funkciju y = In(2x?> 4 5). Neka je u = f(x) =
2x* 45 i g(u) = Inu. Tada na osnovu teoreme 4.4 imamo

dx

1
= (In(2¥° +5))' = (Inw)'(2x* +5)' = ~dx = 5.

Primer 4.27. Pokazimo da je izvod opste stepene funkcije f(x) =x , x >0, za
proizvoljno € R\ {—1} datsa

(x)=x"1 x>0

Uporediti sa primerima 4.7 a) (za =n,n€N),4.7b)(za = -n,neN)id5
(za =1/2). U stvari, ako stavimo x =e ™¥ x>0, tada je
! Inx\/ Inx / 1 -1
(x)=( ™) =e ™ ( Inx))=x - —= «x
X

Primer 4.28. Odredimo izvod sloZene funkcije /(x) = v/5x2 — x — 3. Ako stavimo
f(x) =522 —x—3, tada je f’(x) = 10x — 1, §to daje

/ _l =2/3 gl 10x—1 i i
h(X)—3f(x) f(x)_33 (5x2_x_3)27 X?éloj:lo\/a

Primer 4.29. Odredimo izvod sloZene funkcije f(x) = (3x—1)6y/2x—5, x> 3.

) = 54 (B 1) 2
f'x) = 6-3-3x—1)°-vV2x—5+(3x—1)° S
= 18(3x—1)>-vV2x—5+(3x—1)5- 2;_5

(Bx—1)°+18(3x—1)%-(2x—5)  (3x—1)3-(39x—91)
V2x—5 B V2x—5 '

Primer 4.30. Odredi¢emo izvod funkcije f(x) =

xlnx  Xiss

Datu funkciju moZemo zapisati u obliku y = ¢*™*, &iji je prvi izvod

y' =™ (Inx+1) =x"(Inx+1), x>0.
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Napomena. Prethodno rezonovanje se moZe upotrebiti kod odredivanja izvoda
funkcije s(x)"™), gde su s i r diferencijabilne funkcije i s(x) > 0. Kako je

S(X) r(x) _ er(x) Ins(x)

to imamo

jer je (In(s(x))) =

Primer 4.31. Odredi¢emo izvod funkcije f(x) = xV*.
Na osnovu jednakosti y = eVInx x>0, sledi

Inx  /x Inx+2
/: \/Elnx v — \/} >0
y =e <2\/;C+ x> X 72\/; , X
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4.6

Tablica prvih izvoda

U sledecoj tablici navodimo prve izvode najcesce koriSéenih elementarnih funk-
cija, kao i skupove na kojima ti prvi izvodi postoje.

1.

2.

10.

11.

12.

13.

14.

C’ =0, gde je C konstanta;
(x)= x"1 €eR\{0},x>0;
(sinx)’ =cosx, x€R;

(cosx)’ = —sinx, x€R;

1
/ .
(tgx) = oy’ xER\{(Zk—i—l)fz’kEZ},

—1
(ctgx)’:m, xeR\{k |keZ};

(@) =a"-Ina, a>0,xeR;

(e") =e", xeR;

1
(log,x) = o’ a>0,a#1,x>0;
x

na

1
(Inx)' =—, x>0;
x

(arcsinx)’ = \/11_7, x| < 1
(arccosx)’ = \/%, x| < Iy
(arctgx) = 1—:x2’ x€R;
(arcctgx)’ = ﬁ, xeR.

Koriséenjem gornje tablice, uz pravila za izvod zbira, proizvoda i koli¢nika
funkcija, kao i pravila za izvod sloZene i inverzne funkcije, moZemo odrediti izvode
svih elementarnih funkcija.
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Primer 4.32. Odredicemo izvode sledecih funkcija:

o 10 i(3)) - S5

B
X

sin
| -1
b) f(x):6ln%+2lni+l+4arctgx.
a) Imamo:
£(x) 1 1 1 —sin®x—2sinxcos’x
X = _ - _—
tg% Coszf 2 Sin4x
B 1 1+ cos®x _ sin?x + 1 4 cos?x
B 2sinfcos% sifx sin® x
B 2
 sindx
b) Imamo:
=1 2x(x®—1)—2x(x*+1 x+1 2 1
f/(x) = 2 ) ( 3 2( ) 2_‘_4 2
x*+1 (x2—1) x—1(x+1) 14+x
I R B | 2Ax44x+4+4x7 -4
X -1 x2—1 0 241 x—1
_ 8x?—24x
X1

4.7 Prviizvod funkcije date u parametarskom obliku

Funkcija y = f(x), x € (a,b), je data u parametarskom obliku ako je

x= (t), y= (), te(, ), (4.11)

pri emu je monotona funkcija.

Teorema 4.5. Neka su i diferencijabilne funkcije na intervalu ( , ) i neka
je 1#0,t€( , ). Tada se prvi izvod funkcije y = f(x) date u parametarskom
obliku (relacija (4.11)) odreduje po formuli

dv
d @
dx 4

i
flx)=— il
t dr
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Primer 4.33. Odredicemo prvi izvod sledecih funkcija datih u parametarskom ob-
liku:
a) x=2(t—sint), y=2(1-cost), 1€(0,2 );
b) x=2cos’t, y = sin’z, t€(0, /2).
a) Kako je x; =2(1 —cost), y; = 2sint, to je
, sint

Y=

—, t€(0,2 ).
1 —cost)’ €02)

b) Kako je x/ = 6cos?t(—sint), y/ = 3sin’tcost, to je

; 3sin’rcost _ 1
Y= Tcostrsing 2 ctgt’

te (0, /2).

4.8 Diferencijal funkcije

Neka je data funkcija y = f(x) na intervalu (a,b), tatka xo € (a,b) i, kao u
poglavlju 4.1, stavimo x = x—x za x € (a,b) (prirastaj nezavisno promenljive).
Prema definiciji 4.1 prvog izvoda, funkcija f ima prvi izvod u tacki xy ako postoji
granicna vrednost

fim FF0t )= flo) _ Y = ' (x0), 4.12)

x—0 X x—0 X

gdeje y= f(xo+ x)— f(xo) prirastaj funkcije. Ako uvedemo oznaku

r(x) =2 f'(x0).

onda iz (4.12) dobijamo

lim r( x)=0. (4.13)
x—0
1z jednakosti
y=f"(x0): x+r( x)- x (4.14)

i grani¢ne vrednosti (4.13) sledi priblizna formula

yrf'(x)- x, ako x=0. (4.15)
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Primer 4.34. Ako je f(x) = x%, x € R, onda je za proizvoljno xo € R
y=(0+ x)’—x5=2x0- x+ X =f"(x0): x+r( x)- x,

ti.r( x)= «x
Priblizna formula (4.15) za f(x) = x%, x € R, ima oblik

y=2x- x, ako x=0.
Primer 4.35. Ako je f(x) = x°, x € R, onda je za proizvoljno xo € R
y=(o+ xP—xg=3x3 x+3x >+ X =f"(x)- x+r( x)- x.
Tako dobijamo da je funkcija r = r( x) iz (4.14) jednaka
r( x)=3xp x+ x%
PribliZna formula (4.15) za f(x) = x*, x € R, ima oblik
y~3x- x, ako x=~0.

Prethodna razmatranja nas dovode do sledece definicije.

Definicija 4.3. Funkcija f : (a,b) — R je diferencijabilna u tacki xo ako se njen
prirastaj 'y u xo moZe napisati u obliku

y= )~ fl) =D+ x+r( x)- x (4.16)

gde je D realan broj koji zavisi samo od xg, a r zadovoljava uslov (4.13).
Tada se funkcija prirastaja

L( x)=D- x (4.17)
naziva diferencijal funkcije f u tacki xo i obeleZava se sa dy, tj.
dy=D- x.

Funkcija je diferencijabilna na skupu A; C (a,b) ako je diferencijabilna u
svakoj tacki tog skupa.
Posebno je za f(x) =x, x € R, f'(x) = 1 za sve x € R, pa (4.16) postaje

y=xo+ x)—xo= x=1- x+0- x
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Dakle, za ovu funkciju je D = 1 za svako xg, dok je r( x) =0.
Imajudi u vidu da za funkciju f(x) = x, x € R, vazi

y=f"(x0): x=1- x= x

tj. diferencijal dx je jednak sa x. Zbog toga ¢emo u daljem radu diferencijal iz
(4.17) pisati u obliku

dy=D-dx. (4.18)

Odnos diferencijabilnih i funkcija koje imaju prvi izvod u nekoj tacki je dat u
sledecoj teoremi.

Teorema 4.6. Funkcija f: (a,b) — R je diferencijabilna u tacki xy ako i samo ako
ima izvod u toj tacki. Tada je

dy = f'(x0)dx.

Dokaz. Ako f ima izvod u tacki xp, onda iz (4.12) i (4.13) sledi postojanje broja
D = f'(xp) iz (4.16), §to znali da je f diferencijabilna u xo.
Ako je f diferencijabilna u tacki x, tada deleci (4.16) sa x dobijamo

f(X) —f(X()) :D+r( )C).
by
Pustaju¢i da x — 0, kori$éenjem relacije (4.13) sledi:

lim — =D+ lim r( x)=D. (4.19)
x—0 X x—0
tj. f ima prvi izvod f'(xo) u tacki xo, i on je jednak broju D iz (4.16).

_D
=2

Na osnovu (4.18), sada se f’ moZe napisati u obliku f”(x) O

Neka funkcija f : (a,b) — R ima prvi izvod u tacki xo € (a,b). Ozna¢imo tacke
P(x0,f(x0)) i Q(x0+ x,f(xo+ x)) (videti sl. 4.3).
Neka je S tacka preseka tangente u tacki P sa ordinatom u tacki xp + x na
x—osi, a T podnoZje normale iz tatke P na ordinatu SQ. Tada je TQ = f(xo +
x) — f(xo) = y priradtaj funkcije f u tacki xo, dok je TS = f'(xo) x vrednost
diferencijala funkcije f u tacki xy koja odgovara prirastaju x. DuZina duZi ST
je vrednost diferencijala funkcije f u tacki xg za prirastaj dx = x, i jednaka je
priraStaju na tangenti, tj. veli€ini dy §]i4£</a(ﬁ9§,dx'

Duzi TQ i TS su priblizno jednake, ako je prirastaj x mali.
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Primer 4.36. Posmatraéemo funkciju f(x) = 2x*> +3x— 1, x € R. Njen prirastaj
u tacki x je

y = flx+ x)—f(x)=2(x+ x)?>+3(x+ x)—1—-2x>—3x+1
= dx x+2( ) +3 x=(4x+3) x+2( x)*=f"(x) x+2( x)°

Priblizna vrednost funkcije f u tacki 1,1 odreduje se na sledeci nacin:

Zaxp=1, x=0,1,1if(1)=4,naosnovu relacije (4.15) imamo

y = flxo+ x)—flxo)~f'(1)- x,
fOL1) = f)+f'(1) x=4+7-0,1=4,7.

Inace, tacna vrednost je f(1,1) =4,72.

Diferencijal dy date funkcije f je dy = (4x+ 3)dx.

Primer 4.37. Koristeéi pribliznu formulu (videti (4.15))
fx+ x) ~ f(x)+f'(x) x, kada x=0.
odredi¢emo priblizne vrednosti brojeva: A =+/4,0003 i B=1In(1,001).
1
Za funkciju f(x) = \/x, prvi izvod je f'(x) = N tezax=41i x=0,0003
X

imamo:

1 0,0003
A = /4,000 z\/l+ﬁo,ooo3:2+ = 2,000075.

Ako stavimo x=0,0011x=1 tada je

1
B=1n(1,001) =~ lnl+I-O,001 =0,001.

4.9 Izvodi viSeg reda

Pretpostavimo da funkcija f ima prvi izvod f”(x) u svakoj tacki intervala (a, b).
Kako smo videli u definiciji 4.2, time je na (a,b) definisana izvodna funkcija f’
funkcije f. Ako postoji prvi izvod funkcije f' u tacki xo € (a,b):

(f)(x) = lim fllxot )= f'x) (4.20)

x—0 X
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tada se granicna vrednost u (4.20) naziva se drugi izvod funkcije f u tacki xo i
obelezava se sa [ (xg). Po definiciji je za n € N:

f™(x) = lim S V(o + x)—f(nfl)(xo)'

x—0 X

4.21)

Uopste, vazi

) = (") (x), x€ (a,b),

ako izvod na desnoj strani gornje jednakosti postoji.

3
Primer 4.38. Za funkciju f(x) = 4x?> —2x+5— =, prvi izvod je funkcija f’ data sa
X
f(x) = 8x—2+3x2, x #0, adrugi izvod je jednak f”(x) = (f'(x)) =8 —6x3,
x#0.
Daljeje f"(x) = 18x~* i f@W(x) = —72x, x #0.
Primer 4.39. Za funkciju f(x) = +/3 —5x, x < 3/5 odredicemo [, f”, f"":
-5 -25 —375
/x:i, //x:i, My = 212
S ) 23 —5x S0 4./(3—5x)3 U 8+v/(3 —5x)°
Primer 4.40. Za polinom n—tog stepena
Py(x) = @y +ap X"+t arx+ag, xER  (a, #0), (4.22)
vaZzi (proveriti):
PI(0)=aj-j!, j=0,1,....n. (4.23)

Dakle, polinom P, (4.22) moZemo pisati u obliku

(n) (n—1) /
_P0) L, P (0) Py'(0) -, Pu(0)
P,,(x)— o x"+ (n_l)'x “+ -4 T X+T7

xeR. (4.24)

Naravno, ako je j > n, tada za sve x € R vazi P,Ej) (x) =0.
Po definiciji je f(*) = f za proizvoljnu funkciju f.
Primer 4.41. Naci¢éemo f)(x) zan € N, ako je
a) f(x)=¢€% b) f(x)=a", a>0.

a)ZaxcRje f'(x) =ei f"(x) = ¢*. Ako zaneko n € N vazi f(x) = ¢, x € R,
tada diferenciranjem ove jednakosti sledi
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Na osnovu principa matematic¢ke indukcije sledi da za sve n € N vazi
fMx)=e", xeR.
b) Za f(x) = a*, x € R, vazi:
f'(x)=dIna, f"(x)=d'In’a,..., fPx) =dIn"a.

Primer 4.42. Naci¢emo fU)(x) za j € N, ako je
a) f(x)=sinx; b) f(x)=cosx.

a) Imamo za x € R,

f'(x) =cosx f"(x)=—sinx, f"(x)=—cosx, f*(x)=sinx,
pa uopste za j € N vazi:
FH) (x) =sinx, fHD(x) =cosx, fHTH(x) = —sinx, [ (x) = —cosx.
Ove formule se mogu napisati u jedinstvenom obliku

sin(j)x:sin(x—ka>7 jeN, xeR.

b) Analogno slucaju pod a), imamo za j € Nix € R:
FH)(x) =cosx, fHEH(x) = —sinx, f4*(x) = —cosx, fHH)(x) =sinx,

te je

cos(j)(x) = cos <x+ ]2> , JeEN, xeR.

Lajbnicova formula

Lajbnicova formula daje n—ti izvod proizvoda dve funkcije.

Teorema 4.7. (Lajbnicova formula.) Pretpostavimo da su funkcije u = u(x) i v =
v(x) n puta diferencijabilne na intervalu (a,b), gde n € N. Ako koristimo uobica-
jenu konvenciju u'® (x) = u(x), onda vaZi sledeca jednakost:

v = ("N D), e ) @25)
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Dokaz. Za n = 1 dobija se poznata relacija za izvod proizvoda dve funkcije. Neka
je relacija (4.25) tanazan = k. Tadazan=k+1ix € (a,b) vazi

!

((x) -v(@)) 4V = ((u(x) -v<x>>(">)' = ( k (".)M (o) <x>>

o \J

_ :O (3‘) ;+1 k—j) (x) Jrj:) <I]‘) uld) (x)v(k—j+1)(x)

_ ’(;) (’f) W () D () (kf 1) u® () (x)
<i> KD (x)v(x) + (1(;) u(x)* (x) + <]1<> W (v () + -
(2

V() + () v (x)
k— ) <k>
B k+1 (kfl)u(wx)v(kﬂj)(x)’

=0\ J

+

+

Na osnovu principa matematicke indukcije, sada sledi da je formula (4.25)
tatna za sve n € N. O

Primer 4.43. Odredi¢emo ) (x) ako je f(x) = x*sinx zan € N.

Na osnovu Lajbnicove formule (4.25) imamo

FP(x) = x*sin™x+2x <rlz) sin® D x 42 (Z) sint"2) x

_ xzsin<x+’12>+2nxsin<x+(n_21) ( n—l)sm<x+ 2))
- (xz—n(n—l))sin<x+%> ancos( %)

Primer 4.44. Odredimo n—te izvode sledecih funkcija:

1
== 1,2};
b) f(x )—cos x, xeR;
a) Data funkcija se moZe zapisati kao

1
—3x+2 x-2 x—1

1) = X {1,2),
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paje f<n)(x) =(=1)"n! <(x_12)n+l - (x_ll)n+1> :

1 1
b) 1z jednakosti cos®x = 3 + 3 cos(2x), sledi
F(x) = 2" cos (2x+ %) .

4.10 Lagranzova teorema srednje vrednosti i primene

Sledeca teorema povezuje postojanje ekstremne vrednosti funkcije u nekoj
tacki sa postojanjem i vrednosti prvog izvoda u toj tacki.

Teorema 4.8. Ako je funkcija f neprekidna na intervalu (a,b) i ima lokalnu ek-
stremnu vrednost (2. lokalni minimum ili lokalni maksimum) u tacki c, ¢ € (a,b),
tada je ili f'(c) = 0ili f'(c) ne postoji.

Dokaz. Pretpostavimo da funkcija f ima u tacki c¢ ekstremnu vrednost. Ako
f'(c) ne postoji, tada nema $ta da se dokazuje. Ako f’(c) postoji, onda treba
da pokazemo da je f’(c) = 0.

Neka je, suprotno tvrdenju teoreme, f’(c) > 0. Iz definicije prvog izvoda sledi
da postoji interval (c— ,c+ ) C (a,b), takav da vazi

flet x)—f(c)

>0 zasve 0<| x| < .

To znaci da je f(c+ x) > f(c) za x>0, odnosno f(c+ x) < f(c) za x<
0. Prema tome f(c) nije ni najveéa vrednost (maksimum) ni najmanja vrednost
(minimum) na intervalu (¢ — ,c+ ), suprotno pretpostavci da u ¢ funkcija f ima
lokalni ekstrem.

Analogno se dobija kontradikcija i kada se pretpostavi f’(c) < 0, pa mora biti
f'(c)=0. O

Primer 4.45. Funkcija f(x) = x* ima lokalni minimum u tacki x = 01 vazi f' = 2x,

£'(0)=0.

Primer 4.46. Funkcija f = |x| ima lokalni minimum u tacki x = 0, ali prvi izvod
u tacki x = 0 ne postoji (primer 4.8 ) .

Geometrijska interpretacija prethodne teoreme jeste da diferencijabilna funk-
cija ima horizontalnu tangentu u tacki lokalnog ekstrema.
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Teorema 4.9. (Rolova teorema.)! Ako je funkcija f neprekidna na zatvorenom
intervalu [a,b), diferencijabilna na otvorenom intervalu (a,b) i vaZi f(a) = f(b),
tada postoji tacka ¢ € (a,b) za koju je f'(c) = 0.

Dokaz. Ako je funkcija f konstanta, tj. f(a) = f(x) = f(b), za sve x € (a,b), tada
je f'(x) = 0 za svako x € (a,b). Kako je funkcija f neprekidna na intervalu [a, b],
postoje tacke cj i ¢; iz intervala [a, b] takve da su f(c1) i f(c2) najmanja, odnosno
najveca vrednost funkcije f. Moguca su dva slucaja.
I Ako se tacke ¢ i ¢ poklapaju sa krajevima intervala [a, b], tada iz uslova f(a) =
f(b)sledidaje f(c1) = f(c2), te je f konstantna funkcija na [a,b]. Tada je f'(x) =
0, za sve x € [a,b].
II Neka je ¢; € (a,b). Kako postoji f'(c1), prema teoremi 4.8 je f'(c;)=0. O
Geometrijsko znacenje Rolove teoreme 4.9 je da, za funkciju koja zadovoljava
sva tri njena uslova, postoji bar jedna tacka ¢ € (a,b) u kojoj je tangenta grafika
horizontalna prava (sl. 3.4).

Slika 4.4. Slika 4.5.

Primer 4.47. Pokaza¢emo da funkcija f(x) = x(x — 1)(x — 2) zadovoljava uslove
Rolove teoreme na intervalima [0, 1] i [1,2], odnosno na intervalu [0,2], i odrediti
odgovarajuée vrednosti za c.

Data funkcija je neprekidna i diferencijabilna u svakoj tacki ovih intervala i
vazi f(0) = f(1) = f(2) = 0, §to znaci da ona zadovoljava uslove Rolove teoreme
na intervalima [0, 1], [1,2] i [0,2].

Kako je f/(x) = 3x> —6x+2, to je f'(x) =0 zax; » = 1 +£+/3/3. Dakle, tacke
u kojima je prvi izvod funkcije jednak nuli su

V3 V3

01:1—76[0,1] 1 C2:1+?€[1,2]

Na intervalu [0,2] izvodna funkcija ' ima dve realne nule ¢y i ¢;.

Poslednji primer pokazuje da tacka c iz Rolove teoreme nije jedinstvena. Prime-
timo takode da Rolova teorema daje samo postojanje tacke ¢ u kojoj je prvi izvod
jednak nuli, ali ne i njenu konstrukciju.

Teorema 4.10. (LagranZova teorema.)’> Ako je funkcija f neprekidna na zatvorenom
intervalu [a,b) i diferencijabilna na otvorenom intervalu (a,b), tada postoji tacka

M. Rolle (1652-1719)
2J. L. Lagrange (1736-1813)
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¢ € (a,b), takva da vazi

fb)—fla) _
A (0]
Dokaz. Funkcija
f(b)—f(a)

) = 10) — fla@) - 2208 (- a), wefan)
zadovoljava uslove Rolove teoreme. Naime, funkcija F je neprekidna na intervalu
[a,b], diferencijabilna na intervalu (a,b) i F(a) = F(b) = 0.

Prvi izvod funkcije F je

F/(x) — f/(x) . f(bli_i(a).

Na osnovu Rolove teoreme 4.9 postoji tacka ¢ € (a,b) takvadaje F'(c) =0, tj.

f()—f(a) iy J(b)=f(a)
B — = f (c)—f.

0=/'(c)~ [

O

Geometrijsko znalenje LagranZove teorema 4.10 je da, za funkciju f koja
zadovoljava njene uslove, postoji tacka ¢ € (a,b), u kojoj je tangenta paralelna sa
se¢icom koju odreduju tacke A(a, f(a)) i B(b, f(b)) slika 4.5. Naime, koeficijent
pravca secice AB je

MIOEC)

Sto je prema LagranZovoj teoremi jednako prvom izvodu funkcije f u tacki c, tj.
koeficijentu pravca tangente funkcije f tacki sa apscisom c.

Primer 4.48. Pokazacemo sledece nejednakosti:
a) [sinx—siny| <|x—y|, x,yE€R;
b) |arctgx—arctgy| <|x—y|, x,y€R;
x— X  x—
c) —y<1n7<—y, O<y<ux
X Yy Yy
Primenom LagranZove teoreme 4.10 dobijamo

a) Funkciju f(r) = sint, t € R, je neprekidna na proizvoljnom zatvorenom intervalu
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[x,y] i diferencijabilna na odgovarajuéem otvorenom intervalu (x,y), pa postoji
tatka ¢ € (x,y) takva da vazi

sinx —siny = (x —y) cosc.

Odavde je
|sinx —siny| = |cosc| - |x —y| < [x—y]|.

b) Za funkciju f(z) = arctgt, t € R, koja je neprekidna i diferencijabilna na inter-
valu [x,y], postoji ta¢ka ¢ € (x,y) sa osobinom

arctg x — arct Y
xX— = )
g & =12
Odavde je
|arctg x — arctgy| = x| <l|x—yl.
1+c¢2 —

¢) Za funkciju f(¢) = Int, r > 0, koja je neprekidna na [y,x] i diferencijabilna na
(y,x), 0 <y < x, postoji tacka ¢ € (y,x) sa osobinom

lnx—lnyzln{:x_y.
y c
Odavde je
|Inx —Iny| = \x—y\.
c
1 1 1
Kako je — < — < —, to vazi
X ¢y
T emic I
Yy Yy

Na osnovu Lagranzove teoreme mozemo dokazati sledece teoreme.

Teorema 4.11. Diferencijabilna funkcija f je konstanta na intervalu |a,b] ako i
samo ako je njen prvi izvod f' jednak nuli u svakoj tacki otvorenog intervala (a,b).

Dokaz. Da je uslov potreban sledi iz ¢injenice da ako je diferencijabilna funkcija
konstanta na intervalu [a, b], onda je njen prvi izvod jednak nuli na intervalu (a,b).

Pokazimo da je uslov i dovoljan. U tom cilju, pretpostavimo da je f'(x) =0 za
sve x € (a,b) i neka su x; i x, dve proizvoljne tacke intervala (a,b). Iz Lagranzove
teoreme sledi da postoji tacka ¢ € (xy,x2), dakle ¢ € (a,b), takva da je

fx) = flx) = f(e)(x1 —x2). (4.26)
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Na osnovu pretpostavke da je f'(x) = 0 za sve x € (a,b)), iz prethodne relacije
(4.26) dobijamo f(x;) = f(x2). Kako je par x;,x; bio proizvoljno izabran, to je
funkcija f konstanta na intervalu (a,b). O

Koris¢enjem prethodne teoreme dokazujemo sledecu vaznu teoremu.

Teorema 4.12. Ako su izvodi funkcija Fy i F, na nekom intervalu jednaki, tj. vaZi
Fi(x) = F(x), x€(a,b),
tada je razlika te dve funkcije jednaka konstanti.

Dokaz. Naime, ako je
f(x)=Fi(x) - F(x), x€(a,b),

tada vaZi f’(x) = 0 na intervalu (a,b). 1z teoreme 4.11 sledi da je na tom intervalu
funkcija f konstanta. 0

Teorema 4.13. Ako je izvod funkcije f ogranicen na intervalu (a,b), tada je f
uniformno neprekidna funkcija na (a,b).

Dokaz. Kako je funkcija /" ograni¢ena na (a,b), to postoji broj M > 0 takav da
je |f'(x)] < M. Primenom LagranZove teoreme, za svaki par tataka x;,x; € (a,b)
vazi

[fx1) = fO)] = £ (e)|]x1 —x2| < Mlx; —xa|, ¢ € (x1,x2).

Neka je > 0dato. Ako stavimo = YR tada dobijamo

(Vx1,x2 € (a,b)) |x1—x| < = |f(x1) = flx)] < .

O

Napomena. Funkcija f zadovoljava LipSicov uslov na intervalu (a,b) ako postoji
konstanta M > 0 tako da za svaki par x;,x; € (a,b) vazi:

|f(x1) = f(2)| < Mlx1 — xal.

Metoda sukcesivne aproksimacije (iteracije). LagranzZova teorema o srednjoj vrednosti
se mozZe koristiti pri reSavanju jednaline f(x) = x metodom sukcesivne aproksimacije (it-
eracije).
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Mnoge jednacine se, naime, mogu zapisati u obliku
fx)=x. (4.27)

Jednacine (4.27) se reSavaju "priblizno"tako $to se, odredenim postupkom, definiSe niz
(xn)nen takav da je lim x, = ¢, gde je f(c) = ¢, a zatim se odredeno x,, uzima za priblizno
n—

reSenje jednacine (4.27). Pri tome se n € N odreduje tako da je za dato > 0
s —c| < .

Veli¢ina |x, — c| je greska aproksimacije reSenja ¢ jednaine (4.27) n-tim ¢lanom niza
(xn)nen- Jedna od metoda za odredivanje niza (x,),cn, ¢ija je granica reSenje jednacine
f(x) = x, je metoda sukcesivnih aproksimacija koja je veoma podesna za primenu na racu-
naru.

Teorema 4.14. Neka je f : [a,b] — [a,b] neprekidna funkcija nad intervalom [a,b] i ima
izvod u otvorenom intervalu (a,b). Ako je

If'(x)| <g<1, zasve x& (a,b), (4.28)
tada postoji jedinstveno reSenje x € [a,b] jednacine (4.27).
Dokaz. Na osnovu LagranZove teoreme o srednjoj vrednosti sledi da je za sve x,y € [a, D]
f) = fWI < If ()l x =],
gde je ¢ € (x,y), x < y. Odavde sledi
lf () =fI < qlx—yl, zasve x,y€la,b].

Definisaéemo niz (x,),en iz intervala [a, b] na slede¢i nacin:

X0 € [a,b], xn = f(xn—1), zasve neN.

Ovako definisan niz (x,)nen se naziva niz sukcesivnih aproksimacija.
Pokazacemo da je niz (x,),en konvergentan, odnosno da je Kosijev. Za svakon € N je

|xn+1_xn‘ = |f(xn)_f(xn—1)‘SQ"xn_xn—ll
= qlf(n1) = fn2)| S @ln1 =22 < ... < q" |1 —x0l.

Sledidaje zasven,p € N

n+p—1
[Xntp = Xn| < [Xnp = Xnpp—t| o+ g1 — X | < |1 —x0] qk. (4.29)
k=n
n _qn
Kako je g < 1, niz sa opstim clanom qk =q 1 je konvergentan, te je i KoSijev. Tada
k=1 -4

je, na osnovu (4.29), i niz (x,).en KoSijev, te je i on konvergentan.
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Neka je lim x, = c. Tada iz relacije x,+1 = f(x,) i neprekidnosti funkcije f sledi da je
n—

r}gn Xntl =C= r}l_{n f(xn) :f(ign xn) = f(c).

Dakle, c je reSenje jednacine (4.27). MozZe se pokazati da vaZi nejednakost

n

|, — | <

= ‘xl—X()‘, neN.
I—¢q

Prethodna nejednakost omoguéava da odredimo x, tako da |x, — c¢| bude manje od una-
pred datog, a inaCe proizvoljnog, broja i tako postignemo Zeljenu facnost aproksimacije
reSenja.

Jedinstvenost dobijenog resenja ¢ jednaline f(x) = x lako sledi iz nejednakosti

[f () =f (W) < glu—v|

koja vaZi za sve u,v € [a,b]. Naime, ako je u =civ =1y, gde je y = f(y), dobijamo da je
|c —y| < glc—y|, $to je nemoguce ako je ¢ # y, jerje g < 1. O

Primer 4.49. Naci¢emo priblizno resenje jednadine xe* — x> — 1 = 0 metodom iteracije.

1
Data jednacina se moZe napisati u oblika x = ﬁ = f(x). Nekaje f:]0,1] — [1, 1} .
e_

Kako je |f'(x)| = e"—1) < g <1 zasvako x € (0,1) to su ispunjeni uslovi za

e

primenu metoda iteracije. Na osnovu toga niz x,+1 = konvergira ka jedinstvenom

e*n +x,
reSenju jednacine. Ako je na primer xo = 1, tada dobijamo prvih Sest clanova niza suk-
sesivnih aproksimacija. x; = 0.58198, xp = 0.82809, x3 = 0.68453 ,x4 = 0.77023 ,x5 =
0.71941,x¢ = 0.74973, ...

4.11 Monotonost i ekstremne vrednosti funkcije

Ispitivanje raS¢enja i opadanja funkcije, kao i nalaZenje ekstremnih vrednosti
funkcije su neophodni za detaljnu analizu grafika funkcije y = f(x). Ako je funk-
cija data nekom analitickom formulom, pokaza¢emo da upravo njeni izvodi omo-
gucuju tu analizu.

Teorema 4.15. Neka je f diferencijabilna funkcija na intervalu (a,b).

1) Ako je prvi izvod funkcije f pozitivan (resp. nenegativan) na intervalu (a,b),
tada je funkcija f rastuca (resp. neopadajuca) na (a,b).

2) Ako je prvi izvod funkcije f negativan (resp. nepozitivan) na intervalu (a,b),
tada je funkcija f opadajuca (resp. nerastuca) na (a,b).
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Dokaz. Ocevidno je dovoljno dokazati prvi slucaj.

Pretpostavimo da je f’(x) > 0 za svako x € (a,b) (resp. f'(x) > 0) za sve
x € (a,b). Ako su x1,x; dve tacke iz datog intervala i x; < x;, tada iz Lagranzove
teoreme sledi da postoji tacka ¢ € (xy,x2) takva da vazi

F2) = fa) = f'(c) (2 —x1).

Kako je po pretpostavci prvi izvod funkcije f pozitivan (resp. nenegativan) na in-
tervalu (a,b), iz zadnje relacije dobijamo

fOr) = f(x1) >0 (resp. f(x2) = f(x1) = 0).

To znadi da je funkcija f rastuda (resp. neopadajuca) na (a,b). U

Slededi primer pokazuje da rastuéa funkcija ne mora imati uvek pozitivan iz-
vod.
Primer 4.50. Funkcija f(x) = x> raste na intervalu (— ,+ ). Kako je f/(x) =
3x%, toje f'(x) >0zax € R\ {0}i f'(0) =0.

U stvari, vazi sledeca teorema.
Teorema 4.16. Neka je funkcija f neprekidna na zatvorenom intervalu [a,b)] i
diferencijabilna na otvorenom intervalu (a,b).

1) Ako je funkcija f rastuc¢a na intervalu [a,b], tada je f'(x) > 0 za svako x € (a,b).
2) Ako je funkcija f opadajuca na intervalu [a,b], tada je f'(x) < 0 za svako
x € (a,b).

Dokaz. Dokaza¢emo samo slucaj pod 1); slucaj pod 2) je potpuno analogan. Neka
je x proizvoljna tacka intervala (a,b). Posto je prema pretpostavci funkcija f ras-
tuca na (a,b), to za dovoljno malo x vazi

[+ x)—fx)

X

> 0.

Posle primene grani¢nog procesa imamo

o F 0= ()

x—0

=f'(x) >0, x€(a,b),

jer po pretpostavci funkcija f ima izvod u tacki x. ([

Primer 4.51. Funkcija f(x) = x> na intervalu (— ,0) opadai f’(x) =2x <0, a
na intervalu (0,+ ) rastei f'(x) > 0.
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Ako je funkcija f neprekidna na zatvorenom intervalu [a,b] tada je globalni
maksimum (respektivno globalni minimum) na tom intervalu najveca (respektivno
najmanja) od vrednosti f(a), f(b), f(ci), i=1,...,k, gde su ¢; tacke u kojima
funkcija f ima lokalne ekstreme, a k njihov broj.

Primetimo da funkcije u primerima 4.45 i 4.46 imaju u tacki x = 0 globalni
minimum (a ne samo lokalni).

Prvi kriterijum za odredivanje ekstremnih vrednosti funkcije

Teorema 4.8 daje potrebne uslove za postojanje lokalnog ekstrema funkcije, ali
ne i dovoljne, kao Sto pokazuje primer 4.50. U nastavku dajemo prvi (dovoljan)
uslov za postojanje lokalne ekstremne vrednosti funkcije; drugi takav uslov éemo
dati u potpoglavlju 4.16.

Teorema 4.17. Neka je funkcija f : (a,b) — R neprekidna na zatvorenom inter-
valu [a,b], i diferencijabilna na otvorenom intervalu (a,b) i neka je f'(c) = 0.
Tada vazi sledece:

1. Ako je f'(x) >0zax € (a,c),a f'(x) <0zax € (c,b), tada funkcija f ima
lokalni maksimum u tacki c.

2. Akoje f'(x) <0zax € (a,c),a f'(x) > 0zax € (c,b), tada funkcija f ima
lokalni minimum u tacki c.

3. Akoje f'(x) >0, ili f'(x) <0, za sve x € (a,b), osim moZda u tacki c, tada
funkcija f nema ekstremne vrednosti u tacki c.

Dokaz. Ponovo je dovoljno dokazati prvi slucaj.

Na osnovu teoreme 4.15 uslov f'(x) > 0 za x € (a,c), povladi da funkcija f
raste na intervalu (a, c), dok uslov f/(x) < 0zax € (c,b), zna¢i da funkcija f opada
na intervalu (c¢,b). Prema tome je f(c) > f(x), za sve x € (a,b), x # ¢, §to znaci
da u tacki ¢ funkcija dostiZe lokalni maksimum. U

Primer 4.52. Odredi¢emo tacke u kojima sledece funkcije imaju lokalne ekstremne
vrednosti, kao i intervale na kojima one rastu, odnosno opadaju:

a) f(x) =2 —4x— 2, xER; b)f(x):;f— /x, x€R.

a)Kakoje f/(x)=-4—2x,x€R,toje f'(x) =0zax=—2, gde funkcija f ima
ekstremnu vrednost.

Za —4—2x >0, tj. za x < —2, funkcija raste.

Za —4—2x <0, tj. za x > —2, funkcija opada.
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Prema tome, u tacki x = —2 data funkcija ima lokalni maksimum.
X231 B X2 —1
323 3RBAB 2B +1)

1 1 1 1
1 ! = - — — _2/3:7 _—— ) =
b) Kako je f/(x) 373" 3(1 x2/3)
x #£ 0, to vazi sledeCe:
funkcija f opada za x> — 1 < 0, odnosno na intervalima (—1,0) i (0,1);
funkcija f raste na intervalima (— ,—1)i (1,+ ).

Funkcija f ima lokalni maksimum u tacki x; = —1, a lokalni minimum u tacki
xp = 1. Tacka x3 = 0 nije ekstrem funkcije.
4.12 KosSijeva teorema srednje vrednosti

Sledeca teorema srednje vrednosti je uopStenje LagranZove teoreme.

Teorema 4.18. (Kosijeva teorema.) Ako su funkcije f i g neprekidne na zatvorenom
intervalu [a,b], diferencijabilne na otvorenom intervalu (a,b) i g'(x) # 0 za sve
x € (a,b), tada postoji tacka c € (a,b), za koju je

Dokaz. Ako je g’(x) #0, x € (a,b), tada sledi da je funkcija g monotona na (a,b).
Ako funkcija g ne bi bila monotona, postojale bi tacke xj,x; € (a,b) takve da je
X1 # x2, g(x1) = g(x2). Na osnovu Rolove teoreme tada postoji tacka d € (xj,x3)
takva da je g'(d) = 0, $to je u suprotnosti sa uslovom g'(x) # 0, x € [a,b].

Ako je g rastuca na (a,b), tada postoji inverzna funkcija funkcije g, x = x(¢),

definisana i diferencijabilna na intervalu | , |, gdeje =g(a)i = g(b).Prime-
timo da je g(a) < g(b).
Funkcija f(x) se moZe prikazati kao f(x) = f(x(r)),r € [ , ]. Odavde sledi

da je f diferencijabilna funkcija, kao kompozicija diferencijabilnih funkcija. Pri-
menom LagranZove teoreme (i izvoda sloZene funkcije) dobijamo, za neko ¢ €

( Y )7
() = fx())

= f'(x(0)) - x;(¢)

1
(x} oznacava izvod po parametru t). Iz x}(¢) = W (izvod inverzne funkcije)
g'(x(¢c

dobijamo
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Ako uzmemo x(¢) = ¢, dobijamo tvrdenje teoreme. O
Pokazimo da Kosijeva teorema predstavlja uopstenje Lagranzove teoreme. Naime,
za g(x) =x, x € (a,b), dobijamo

fla) _ f'(e)

a 1’

f(b)
b

Sto daje tvrdenje LagranZove teoreme.

4.13 Tejlorova formula

Prilikom uvodenja pojma diferencijala i priraStaja funkcije (poglavlje 4.8) izveli
smo i formulu za pribliZzno izracunavanje vrednosti funkcije f u tacki xo + x po-
mocu vrednosti funkcije i njenog prvog izvoda u tacki xo. Naime, na osnovu (4.15)
vazi priblizna jednakost

flxo+ x)= f(xo) +f'(x0)- x, akoje x=0.

Prethodna formula moZe da se shvati kao aproksimacija funkcije f sa poli-
nomom prvog stepena po x, razumljivo u nekom dovoljno malom intervalu oko
tacke xo. U ovom poglavlju ¢emo pokazati kako se vrednost funkcije f u tacki x =
xo+ x,za x= 0, moZe pribliZzno izraCunati pomocu vrednosti jednog pogodnog
polinoma stepena n u tacki xo.

Da bismo odredili taj polinom, podsetimo se da se proizvoljan polinom stepena
n,

P(x)=ag+ai(x—x0)+ - +a,_1(x—x0)" ' +a,(x—x)", xeR
(pod uslovom a,, # 0), moZe prikazati kao

P,(x) = Pn(xo)—l-P’lli);o)(x—xo)+P'/l/z();o) (x —x0)

PV (x )
+ (n_l()(!)(x—X())

pri ¢emu za xg = 0 vaZe jednakosti (4.23).
Neka je funkcija f neprekidna i ima neprekidne sve izvode do n—tog reda na
intervalu [a,b] i ima n+ 1 izvod na intervalu (a,b). Ako oznalimo sa P,(xo,x)
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polinom n—tog stepena dat sa

P, (x0,x) = Pn(x):f(xo)+f i)!Co (x—xo) + éfo)(x—xo)z%-
/"D (xo) n-
+ (’1_71)(!)()(—)(:0) 1 (430)
(n)
—i—f n('xo)(x x0)", x€R,
tada vazi
f(x0) = Pu(x0,%0), f'(x0) = P/ (x0,%0),---, " (x0) = P ™ (x0,x0).

Polinom P, (xo,x) dat sa (4.30) naziva se Tejlorov polinom n-tog stepena funkcije
f u tacki xq. Prirodno je uporediti vrednosti funkcije f i polinoma P,(xq,x) tj.
njihovu razliku r, (xo,x), datu sa

r,,(xo,x) :f(x)_Pn(xO,x)' (4.31)

Za procenu r,(xg,x) potrebna je Tejlorova teorema.

Teorema 4.19. (Tejlorova teorema.) 3 Ako je funkcija f neprekidna i ima nepre-
kidne sve izvode do n—tog reda na intervalu [a,b] i ima izvod f (1) na intervalu
(a,b), tada za svaku funkciju  koja je neprekidna na [a,b] i ima izvod razlicit od
nule na (a,b) postoji ¢ € (a,b) tako da vazi

FUD () (x =) (4.32)

Dokaz. Neka je x fiksiran element iz intervala [a,b]. Posmatratemo pomoénu
funkciju F na intervalu [a,b] datu sa

F(t) :f(x)—Pn(t,x), re [a,b],

3B. Taylor (1685-1731)
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odnosno
F0O = 50 (s0+ 50 w0+ L0
(n—1) (n)
+]En_1(>t|)< o 0y )

Primetimo da je F(x) =01 F(x0) = ry(x0,x).
Funkcija F je neprekidna na zatvorenom intervalu [a,b] i diferencijabilna na
otvorenom intervalu (a,b) i vazi

Fl) = —<f’(t)+f/1(!t)(x—t)—fl(!t)—fist)(x—t)—l—
) o
+Jzn_ 1(;!) (—ryt 4 L0 n!(t ) (x—t)") (433)
(n+1)
= _fn! (x—1)".

Primenimo Kogijevu teoremu na funkcije F i na intervalu [a, b]. Obe su nep-
rekidne na zatvorenom intervalu [a,b] i diferencijabilne na otvorenom intervalu
(a,b)i '(x) #0, x¢€ (a,b). Tada postoji ¢ € (a,b) tako da vazi

F(x)=F(x) F(c)

()= () (o)

Kako je F(x) = 0, na osnovu (4.33) imamo

f(n+1) .,
“F(xo) T 9
(x) = (x0) '(c) ’
odnosno
f(n+l)
oy
F(xo)=( (x)= (x0))—" O
a F(xo) = ry(xo,x). O

1. Ako funkcija ima oblik (7) =x—t, onda dobijamo KoSijev oblik ostatka

rn(x0,x) = %f("H)(c)(xfc)"(xfxo), ¢ € (x0,x). (4.34)
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2. Ako funkcija ima oblik (¢) = (x—1)"*!, onda dobijamo LagranZov oblik
ostatka

1
(n+1)!

FEE -, e (o). | @35)

rn(x0,Xx) =

U daljem radu koristi¢emo Lagranzov oblik ostatka. Primetimo da ili ¢ € (xg,x) ili
¢ € (x,xp), pa se Cesto ¢ zapisujekaoc =xp+ -(x—x9)i0< <.

Znaci, ako je funkcija f neprekidna i ima neprekidne sve izvode do n—tog reda
na intervalu [a, b] i ima izvod f"*1) na intervalu (a,b), tada vazi Tejlorova formula

1@ = £0)+m0) o)+ I g ¢ B
- s _n)zco)nf(”) (x0) + ria((x0,%)
gde je
rn(x0,Xx) = (n_i 1)!f(n+l)(c)(x—x0)n+17
ac=a+ -(x—a)i0< = (x)<1.

Tejlorova teorema pokazuje da vazi

lim (f(x) — Py(x0,x)) = lim ry(x0,x) = lim i FUHD () (x—¢)"(x — x0) =0,

X—X X—X0 x—xon!

za Kosijev ostatak, odnosno

lim (f(x) — Pu(x0,x)) = lim 7, (xp,x) = lim FOED () (r— xg)™ 1 = 0,

X—X0 X—X0 X—X0 (l’l + 1) !
za Lagranzov oblik ostatka.

Ove grani¢ne vrednosti pokazuju da je polinom P,(xo,x) aproksimacija funk-
cije f u okolini tacke xg, §to oznacavamo sa f(x) =~ P,(xp,x), x= xg. Greska ove
aproksimacije je r,(xo,x).

Znaci, Tejlorova formula se moZe zapisati kao

f(x) = Py(x0,x) +o(x —x0)", x— xo. (4.36)
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Formula 4.36 se zove jos i lokalna Tejlorova formula i vazi i pod slabijim pret-
postavkama na funkciju. Naime, dovoljno je pretpostaviti postojanje izvoda f’(x),

s ) (x0).
Primer 4.53. Polinom f(x) = x* — 5x* — 3x* + 7x + 6, x € R, razviéemo po ste-
penima binoma x — 2 (tj. xp = 2).
Kako je f(2) = —161i
fl(x) =43 -15—6x+7,  f'(2)=-33;
f7(x) =12x* =30x—6, f"(2)=—18;
F(x) =24x-30, f"(2)=18;
O =24, fY9@2)=24,

to je

(x—2)2 (x—2)3
2 + 3!

x50 -3 +7x+6 = —-16-33(x—2)—18

(x—2)*
4!
= —16-33(x—2)—9(x—2)>+3(x—2)+ (x —2)*~.

+24

U ovom slucaju, peti izvod polinoma f identicki je jednak nuli.

Uopste, kod razvoja nekog polinoma stepena n u Tejlorov polinom istog ste-
pena imamo gresku koja je identicki jednaka nuli.

Specijalno za xo = 0 i x € [0, b] imamo Maklorenovu formulu* :

2 3
£ = FO) 457 (0) 4 S f O+ 5 £ O+ o 45 F0(0) +1,0,3).

Analogno, polinom

2 3
Balx) = £(0) +xf'(0) + 33 £ (O)+ 37 (0) 4 -+ 4727 (0)

se naziva Maklorenov polinom stepena n za funkciju f i on aproksimira funkciju f

4C. MacLaurin (1694-1742)
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sa greSkom r,,(0,x), gde je

X (nt1) n 1: X (n+1)
ra(0,x) = ;f (c)(x—¢) ili  r,(0,x) = mf (),

ac= x, 0< <1.

Primer 4.54. Funkciju f(x) = ¢*, x € R, aproksimiraemo Maklorenovim poli-
nomom

a) prvog stepena; b) drugog stepena; c¢) treceg stepena,

i oceniti gresku na intervalu [0, 1].

Pre svega je
fla)=e=r1"x)=f"x=rY, =xeR,
paje f(0) = f'(0) = f"(0) = f"(0) = 1.

a)Zan=1je ¢~ 1+x(sl. 4.6) kada je x = 0, a ostatak se mozZe zapisati kao
X,
Rlzge‘, za c= x, 0< <1.
Tada se greska za x € [0, 1] moZe oceniti sa

2

[Ri(x)| < e <

— ~1 .
S 5es ,359

N

b)Zan=2je
2

X
S SN | —
e +x—|—2

(sl. 4.7) kada je x ~ 0 1 ostatak je

Ry==¢, c¢c=x, 0< <I1.

Ocena greske na intervalu [0, 1] je

3

[Ra(x)] < ye <

X
<3es ~0,453.

[N

¢)Zan=3je
23
1 -+ =
e +x—|—2+3!,
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kada je x =~ 0, i greSka na intervalu [0, 1] je

)C4

|R3(x)]:566§§z0,113, c=x, 0< <1

Primetimo da se sa povecanjem stepena n greSka po apsolutnoj vrednosti sman-
juje, tj. aproksimacija funkcije sa njenim Maklorenovim polinomom je bolja §to je
njegov stepen visi. Ostavljamo Citaocu da pokaze da funkciju f(x) = ¢* na inter-
valu [0, 1] Maklorenov polinom $estog stepena aproksimira sa greSkom manjom od
0,00054.

Slika 4.6. Slika 4.7.

Primer 4.55. Odredi¢emo Maklorenove polinome do ¢lana x* za sledeée funkcije:

a) f(x) = sinx: b) £(x) = cosx: ¢) fx) = 11x.
a) Kako je f(0) =0,

f'(x)=cosx, f'(0)=1, f"(x)=-—sinx, f"(0)=0,
f"(x) = —cosx, f"(0)=~1, fH(x)=sinx, f(0)

0,

to je trazeni Maklorenov polinom za funkciju f(x) = sinx jednak

X
Py(x) =x— 4
4 (x) 3
1 vazi
3
. X
s1nx%x—§ za x~ 0.

b) U ovom sluéaju je f(0) =1,

f'(x) =—=sinx, f/(0)=0, f"(x)=—cosx,
f70)=—1, f"(x)=sinx, f"(0)=0, f¥(x)=cosx, fH(0)=1.

Maklorenov polinom Cetvrtog stepena za funkciju f(x) = cosx je

2 4
X X
P, =1—-——=4+—
4(X) 2+4'7
1 vazi
2 4
cosx~1——+—, x=0.

2040
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¢) Kakoje f(0)=1,

/ _ l / _ " _ 2
f(x)—mv )=1, f (x)—m7

£10) = 2.0 = s 170) =6, ) = s

to je traZeni Maklorenov polinom
Py(x) = 1+x4+22 +x°

1 vazi
~l4x+x24x° —i—x4, x=0.

1—x
Prilikom primene Maklorenove formule koristi se sledece tvrdenje. Ako je

flx)= akxk+0(x"), x—0,
k=0
tada je

f(bx) = ' ab* X +o(x"), x—0, b#0.
k=0

Primer 4.56. Primeni¢emo Maklorenovu formulu za funkcije

1
B f=Eb) f)=
a) Iz et = ¢-¢> dobijamo
n gk
65x+1 —e ﬁ_ko(x”)’ x—0.
o k!

b) Naosnovu f(x)=(1+(-1)x) , €Qi
) =(=1)" ( =1)...( —n+1)(1—x) ™

vazi

1 n —-1/2
=T o a0
I—-x k

gdejeza keN:

(122 G0 ) et
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Tako dobijamo

1 "2k 1)1
—re BEDR

k n
0.
— . 7 X 4o(x"), x—

Primer 4.57. Primeni¢emo Maklorenovu formulu na funkciju f(x) = sin® xcos?x.

1
Iz sin®xcos®x = g(l —cos4x), sledi

n (_l)k—124k—3x2k

20! +o(x*h), x—0,

fx) =

f(x):xz—gx“—i—o(xs) (n=5), x—0.

Grani¢ne vrednosti nekih funkcija mogu se odrediti koris¢enjem Maklorenovih
polinoma.

2VT+21tgx—2e" +2x°
Primer 4.58. Odredi¢emo grani¢nu vrednost lim + .gx - e .
x—0 arcsinx — sinx

Koristi¢emo Maklorenove formule za odgovarajuée funkcije:

t 28
V1 = l4-——+— 3
+t +5 8+16+0(x),x—>0,
3
I =tgx = x+§+o(x3),xe0.
Odatle je
2t 2tgx)?  (2tgx)?
I+2tgx = 1+ 2gx_( ix) ( 1g6x) +o(tg’x)
2 53
= 1+x—%+%+0(x3),x—>0.
Dalje je
2P
e = l+x+=+"—+0(%),x—0,
2 6
3
sinx = x—g+0(x3),x—>0,
3
arcsiny = x+g+0(x3),xao.
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Na osnovu toga je

43 3
lim 2/T+21gx —2e" +2x* i 3% +o(x’)

. . - 1 = 4'
x—0 arcsinx — sinx =0 2x3 +o(x3)
4.14 Lopitalovo pravilo
Za odredivanje grani¢nih vrednosti lim @ i lim @ cesto se koriste

)
gl e g)
sledece dve teoreme.

Teorema 4.20. (Lopitalovo® pravilo.) Neka su funkcije f i g diferencijabilne u
svakoj tacki intervala (a,b), sem moZda u tacki xo € (a,b). Neka su jos ispunjena
sledeca tri uslova:

1. g'(x) # 0 za x # xo;

2. obe funkcije f i g teZe nuli (respektivno teZe ka ) kada x teZi xo;

/
3. postoji lim f/(x).
X—X0 g (x)
Tada postoji granicna vrednost lim @ i vaZi
=% g(x)
fx) J'(x)

Dokaz. Dacemo samo dokaz ("grublja"verzija) za slu¢aj kada f(x) — 0ig(x) — 0,

!/
zax — xp,1 lim £ = L. Pokaza¢emo da je tadai lim @ = L. Defini§imo
0 g7(x) o g(x)
funkcije F i G na sledeci nacin:
- f('x)7 _x;éxo - g(X), _x;é_xo
F(x)= { 0. = xo, G(x) = 0. Y= xp. (4.37)

Tada vaze jednakosti

lim F(x) = lim f(x) =0=F(c) i lim G(x)= lim g(x) =0=G(c),

X—X0 X—X( X—X() X—X(

5G. F. A. I'Hospital (1661-1704)
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Kako su funkcije f i g neprekidne u svakoj tacki intervala (a,b), sem mozda
u tacki xo, to su funkcije F i G neprekidne na celom intervalu (a,b). Takode je za
svako 7 iz intervala (x,xo) i (x0,x), gde je x € (a,b), x # xo, zadovoljeno F'(1) =
f'(t) 1 G'(t) = g'(¢r), $to znali da funkcije F i G zadovoljavaju uslove Kosijeve
teoreme 4.18 na svakom od tih intervala (x,xp) i (xo,x). Posmatrajmo prvo interval
(x,x0). Tada postoji ¢ € (x,xp) takvo da je

F) - F(w) P _f(e)
G(x) = G(x)  G'(c)  g'(c)
Na osnovu relacije (4.37) je F(xo) =01 G(xo) = 0, pa sledi da je za x # x

) _ £ w3s)

gx)  g'(c)
Primetimo da ¢ — xg kada x — xp (ovo ne dokazujemo ovde), pa posto prema
uslovu 3. izraz na desnoj strani (4.38) ima grani¢nu vrednost jednaku L, to i

s X S . . o
koli¢nik M mora imati istu grani¢nu vrednost, tj. mora biti
gx

XHIX()fo g(x) c%xr(?fo g'(C)

Polazecéi od intervala (xo,x), analogno se dokazuje da je

f0) o Fe)

x—x0+0 g(x) - c—xo+0 gl(C)

f0) o £

Zadnje dve jednakosti daju traZeno tvrdenje. (]

Teorema 4.21. (Lopitalovo pravilo.) Neka su funkcije f i g diferencijabilne u
svakoj tacki intervala (a, ), i neka su jos ispunjena sledeca tri uslova:

1. postoji > atako da je g'(x) #0za svex >

2. obe funkcije f i g teZe nuli (respektivno teZe ka ) kada x teZi

!/
3. postoji lim / (x)
= g'(x)
Tada postoji granicna vrednost 1im @ ivaZi
=+ g(x)

tim L) — piy £

x) = gl(x)
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. .. . _ X

U praksi, kada treba odrediti grani¢nu vrednost lim fg;, postupamo na
X—X0 g X

sledeci nacin. Prvo proverimo da li je u pitanju grani¢na vrednost "6”ili "—" pa

!/
ako jeste, ispitujemo lim f /(x)
g/
vrednost i obe su medusobno jednake. Analogno postupamo u slucaju da x teZi ka

ili ka —

. Ako ona postoji, onda postoji i traZena grani¢na

Primer 4.59. Koristec¢i Lopitalovo pravilo, odredi¢éemo sledeée grani¢ne vrednosti:

. cosx+3x—1 . e'+e*—2cosx
a)lim—; b) lim -
x—0 2x x—0 xsin2x

a) PokaZimo prvo da su ispunjeni uslovi za primenu Lopitalovog pravila. Pre
svega, funkcije f(x) = cosx+3x—1 i g(x) = 2x su diferencijabilne u proizvolj-

nom intervalu koji sadrZi tacku nula i dati izraz je oblika ”6” kada x — 0, jer je

f(0) =g(0) = 0. Dalje je

lim (cosx+3x—1) — lim —sinx+3 32
x—0 (2)6)/ x—0 2

Na osnovu Lopitalovog pravila je

cosx+3x—1
lim —— =3/2.
[ — /

b) Uslovi Lopitalovog pravila su ispunjeni pa je

. € +e*—2cosx . e —eF+2sinx
lim - = lm —
x—0 xsin2x x—0 Sgcl 2x —tx2xczos 2x
_ i S E T HECOSY

x—04cos2x — 4xsin2x

Primer 4.60. Koriste¢i Lopitalovo pravilo, odredi¢emo sledece grani¢ne vrednosti:

3x% +2x—2 21
a) lim == =% b) lim .
x—+ x> —1 x—+ ﬁ
a) Dati izraz je oblika "—,"pa je

lim 32 4+2x—2 i 626
x—t x2 — a2 2
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Prethodni primer se mogao uraditi i bez Lopitalovog pravila (sasvim elemen-
tarno, "izdvajanjem x? iz brojioca i imenioca"). Medutim, sledeéi primer sa ne
moze uraditi elementarno.

b) Uslovi Lopitalovog pravila su ispunjeni pa je

21 2 1
im 22 fim = gim VY2 i Lo,
x—+ \/)76 x—+ 72\/} x—=+ X x—+ \/i

Pomocdu Lopitalovog pravila se mogu odrediti i sledece grani¢ne vrednosti.

Primer 4.61. Odredi¢emo sledece grani¢ne vrednosti: li(r)nox Inx, ,x>0.
x—0+
1
: . Inx : T
lim x Inx = lim —— = lim o
x—0+0 x—0+0 - x—=0+0 —
X

. —X
= lim — =0.
x—040

U slede¢im zadacima javljaju se neodredeni izrazi oblika ”0°, 1 i ©. Njihove
grani¢ne vrednosti odreduju se prethodnim logaritmovanjem, pa primenom Lopi-
talovog pravila.

Primer 4.62. Odredi¢emo sledeée grani¢ne vrednosti:

a) lim x%; b) lim (14 2x)'/%; : ¢) lim x!/~.
x—0+40 x—0 x—+
a) Za funkciju y = x* vazi
Iny = xInx,
odakle je
. . Inx . 1 .
lim Iny= lim — = lim <%= lim (—x)=0.
x—0+4+0 x—0+0 1 x—0+4+0 ;—2 x—0+0
Na osnovu toga je .
lim @ = e =0 =1,
x—0+0
b) Za funkciju y = (1 + 2x)"/* vazi
1
Iny = —In(1+2x),
X
odakle je
2

In(1+2 =
limlny = fim 0 F2) _p TE
x—0 x—0 X x—0 1



4.14. Lopitalovo pravilo 151

lim1
Na osnovu toga je lirr(l)(l + 2x)1/x e G
X—

1
o) Izy=x"sledi Iny = ﬂ, paje
X

In 1
lim Iny = lim nr_ lim — =0.
X—+ x—+ X x—+ X

Na osnovu toga je

lim x'/*=¢’ =
x—+
. . . . 1 1
Primer 4.63. Odredi¢emo grani¢nu vrednost lim [ — — —
x—0\ X sSinx
Ovde se javlja izraz ” — 7, i grani¢na vrednost se takode moZe dobiti pri-
menom Lopitalovog pravila, nakon primena odgovarajuéih transformacija.
) 1 1 . sinx—x . cosx—1 ) —sinx
lim(-—— | =lm—/—=lm———— =lim———— =0.
x—0\x sinx x—0 xsinx  x—0sinx+xcosx x—02cosx—xsinx

Lopitalovo pravilo se moZe primeniti na jednostavno odredivanje velikog broja
grani¢nih vrednosti. Medutim ne moZemo ga primeniti na sve zadatke u kojima se
traZi odredivanje grani¢nih vrednosti, §to pokazuje sledeci primer.

2x —sinx

Primer 4.64. Za odredivanje lim —————. ne moZe se primeniti Lopitalovo
x—+ 2x+sinx

pravilo, jer ne postoji

(2x —sinx)" 2 —cosx
im ——F —
x—+ (2x+sinx)’ % 24 cosx’
Naime, ne postoji IIIE cosx, §to se moZe pokazati na sledeci nacin. Izaberimo dva
(2n+1)

niza, sa opsStim ¢lanovima x, =2n iy, = >

ka + . Tadaje

, n € N, koji oba divergiraju

(2k+1)

cosxy=cos2k =1= klir}_l cosxy =11 cosy;=cos =0= khT cosy, =0.
— —

Zadnje dve grani¢ne vrednosti su razlicite, pa ne postoji lir}rl COSX.
X—

Medutim, ovaj zadatak se moZe reSiti na sledeci nacin, bez koris¢eja Lopi-
talovog pravila.
Kako jezax > 2

2x—1 <2x—sinx<2x—|—l L. i 2x—1 lim 2x+1 1
i vazi im
2x+1 ~ 2x+sinx ~ 2x—1 x—t 2x+1 x—+ 2x—1 ’
. 2x—sinx
toje lim ——

x—+ 2x+sinx
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4.15 Primena izvoda na nejednakosti
Primenom prvog izvoda moZemo izvesti i sledece nejednakosti.

Primer 4.65. Pokazacemo prvo za x > 0 vaze sledece nejednakosti:

x — x+ <1, za0O< <1;

x — x+ >1, za <0ili >1. (4.39)

Uvedimo funkciju f(x) =x — x4+ —1. Tadaje f(1)=0. Prviizvod
funkcije fje f'(x)= (x ~'—1), paje f'(1)=0.

Neka €(0,1). ZaO<x<1, je f'(x)>0,azax>1i f'(x) <0.Odavde
sledi da funkcija f ima maksimum u tacki x = 1, $to za x > 0 daje

f)=x — x+ —1<f(1)=0,

tj. prvu od dve nejednakosti u (4.39).

Druga nejednakost sledi analogno.
Primer 4.66. Neka su p, g, a, b, x;, y;, j=1,...,n, pozitivni brojevi, i neka

1 1
vazi —+ — = 1. Pokazacemo
P q

a) Jangove nejednakosti:
b b
al/p-bl/qgg—i—f, p>1, odnosno al/p-b]/ng—i—f, O<p<l.
P 4 P q

b) Helderove® nejednakosti:

" n Up s, 1/q
Xy < ( Xf) : ( yf) , p> 1
j=1 j=1 j=1
" n r s, 1/q
Xjyj > x‘; . y? , 0<p<l1.
j=1 =1 j=1

Za p =2 (tada je i g = 2) dobija se poznata Kosi—Svarcova’ nejednakost.
¢) Nejednakosti Minkovskog:®

n 1/p n 1/p n 1/p
( (x,-+yj)”) < ( xf) + ( yf) , p>1
j=1 j=1 j=1

0. Holder (1859-1937)
"H. A. Schwarz (1843-1921)
8H. Minkowski (1864—1909)
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n 1/p n 1/p n 1/p
(xj+yj)? > xf + yf , 0<p<l.
j=1 j=1 j

Dokazaéemo gornje nejednakosti samo za p > 1.
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a) Ako u prvu nejednakost u (4.39) iz zadatka 4.65 stavimo x =a/b, a,b >0 i
=1/p, 1/¢g=1—1/p, tada dobijamo

1/ 1 1 1 1
(E) p——-g—l———lSO, odnosno a'/?-b' VP < —a+ b
b pb p

x 4
b) Ako u prvu Jangovu nejednakost (pod a)) stavimo a = XJ’ b= YE]’ j=
1,2...,n, gde sux;, y;, AiB pozitivni brojevi, tada dobijamo:
p q
Xj) LX 1Y
<_. Ly
Aga =, A g B P71
n n
Sabiranjem ovih nejednakosti po j, ako stavimo A= x!, B=

! ¥, kori§cen-

Jj=1 j=1
jem jednakosti g = Lﬁ dobijamo Helderovu nejednakost za p > 1
p —_—

n n r s, 1/q
xjyj < O il
j=1 j=1 j=1

¢) Ako na desnu stranu identiteta

n n

(xj+y)P = xilxi+y)P 4+ yilx )P
j=1 j=1 =1

primenimo prvu Helderovu nejednakost (iz b)), dobijamo

n n ]/P n l/q
(xj'+yj)”=< Xf> ( (xj'+yj')4(”_l)>
j=1 j=1 j=1
" p s, 1/q
() )
j=1 =1

1 sledi nejednakost Minkovskog za p > 1.

Odavde, iz ¢ =




154 Glava 4. Izvod funkcije

4.16 Konveksnost i konkavnost

Definicija 4.4. Funkcija f : (a,b) — R je konveksna (ili: konkavna odozgo) na
intervalu (a,b) ako za svaki par x1,x; € (a,b) i za svako € (0,1) vaZi

flxi+(1—= )< fla)+(1—= )f(x). (4.40)

Funkcija f : (a,b) — R je konkavna (ili: konkavna odozdo) na intervalu (a,b)
ako za svaki par x1,x; € (a,b) i za svako € (0,1) vazi

fOxi+(1—= )x)> fla)+(1— )f(x). (4.41)

Za funkciju koja zadovoljava striktnu nejednakost u (4.40) (resp. u (4.41)), kaZzemo
da je strogo konveksna (resp. strogo konkavna).

Geometrijsko tumacenje konveksnosti

Posmatramo grafik funkcije f na intervalu (a,b) na kome je ona definisana.
Neka su x; i x; proizvoljne dve tacke iz intervala (a,b), tj. x1, x2 € (a,b), x; # x2.
Povucimo pravu koja je odredena tackama P(xy,y1), y1 = f(x1) i Q(x2,y2), y2 =
f(x2), tj. se€icu PQ (sl. 4.8). Njena jednacina je

y2—y1 X2 —X X —X]

y=yi+ (x—x1), odnosno y=y; 2 , X E (x1,x2).
X2 —Xx1 X2 —X X2 —X1
o X2 —X . X —X]
Ozna¢imo sa = .Tadajel — = .
X2 — X1 X3 —X|

Ako je funkcija f konveksna, tada vaZi relacija (4.40), odnosno moZemo pisati

fx) = flxa+1— )< fl)+0—= )f(x)

Xo—X XX (4.42)

= yi+ 2.
X2 — X1 X2 — X1

Iz relacije (4.42) sledi da se da se ta¢ka R(x, f(x)), x € (x1,x2), grafika konvek-
sne funkcije f nalazi ispod tacke S(x, y;+ (1 — y2)), x € (x1,x2), koja pripada
secici PQ (sl. 4.8). U slucaju konkavne krive, proizvoljna tetiva PQ je ispod njenog

Slika 4.8. Konveksna kriva. Slika 4.9. Konkavna kriva.
grafika (sl. 4.9).

Teorema 4.22. Neka je funkcija f diferencijabilna na otvorenom intervalu (a,b).
Potreban i dovoljan uslov da funkcija f bude konveksna (odnosno konkavna) jeste
da f' ne opada (odnosno ne raste). Ako f' raste tada je f strogo konveksna funk-
cija.
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Dokaz. Neka je f konveksna funkcija i neka su dve proizvoljne tacke x1,x; € (a,b).
Ako tacka x € (x1,x;), tada se moze pisati
X2 —X X—X1

x= x1+(l= )= X1+ X).
X2 — X1 X2 — X1

Funkcija f je konveksna pa je

X)—X Xy —X
+

f) = fO)+(1 = )f(x) <

= 1
X2 — X1 X2 — X1

Na osnovu toga vazi
J(&x) = f(x1) < f(x2) — f(x) ' (4.43)

X—X X)—X

Dakle, ako u relaciji (4.43) prvo pustimo da x teZi ka x; +0 na osnovu neprekidnosti

sledi da je
f/(-xl) S f(x2) _f(xl) .
X2 — X|
Ako u relaciji (4.43) dalje pustimo da x teZi ka x, — 0 na osnovu neprekidnosti sledi
daje
f2) = fx1)

< f'(x2).
X3 — X1
Odatle je
f/(xl) < f(XZ)_f<x1) Sf,(XZ)-
X2 — X1

1z prethodnih nejednakosti sledi monotonost prvog izvoda.

Neka prvi izvod f’ raste na intervalu (a,b). Tada za x1,x2,x € (a,b), x] <x <
X2, na osnovu Lagranzove teoreme postoje tacke ¢; € (x1,x) i ¢z € (x,xp) takve da
je

N (1 SN
o filer), e € (xx) o x fle2), € (xx)
Prvi izvod je monotona funkcija, pa je f'(c1) < f'(c2), (¢1 < ¢2) odnosno

1) =) _ fl) =10

X—X1 - Xy —X

odnosno vaZi relacija (4.43) Sto znaci da je funkcija f konveksna.

Za rastuée f' koristimo isti dokaz samo je sada f'(c1) < f'(c2), odakle sledi
stroga konveksnost.

Analogno se pokazuje i za konkavnu funkciju na intervalu (a,b). O
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Teorema 4.23. Ako je funkcija f dva puta diferencijabilna na otvorenom intervalu
koji sadrZi tacku c, tada je u tacki P(c, f(c)) funkcija f konveksna ako i samo ako
je f"(c) > 0. Ako je f"(c) > 0 tada je funkcija f strogo konveksna.

Dokaz. Sledi iz prethodne teoreme i kriterijuma monotonosti pomocu prvog izvoda.

O

Teorema 4.24. Neka je funkcija f diferencijabilna na intervalu (a,b). Funkcija f
Jje strogo konveksna (resp. strogo konkavna) na intervalu (a,b), ako i samo ako za
svako ¢ € (a,b) i za svako x € (a,b) \ {c} vazi

) >yi(x) (F(x) <yi(x)), (4.44)
gde je y;(x) = f(c) + f'(c)(x — ¢) jednacina tangente na krivu y = f(x) u tacki
(¢, f(c))-

Dokaz. Neka je funkcija f konveksna. Jednalina tangente u tacki P(c, f(c)) je
oblika

yi(x) = f(e) = f'(¢)(x—c), odnosno yi(x) = f(c)+f'(c)(x—c).  (445)

Neka je x € (a,b). Tada je

f@) =yi(x) = f(x) = f(e) = f(c) (x— ).

Kako funkcija f zadovoljava uslove Lagranzove teoreme na intervalu [x, c], to
postoji tacka d € (x,c¢) sa osobinom

fx) = fle)=f'(d)(x—c). (4.46)
1z relacija (4.45) i (4.46) sledi

Fx) =yi(x) = (f'(d) = f'(e))(x—0),

gde tacka d € (x,c), a takode i d € (a,b). Ako je funkcija konveksna, tada na
osnovu teoreme 4.22 f raste, pa je zadovoljena relacija (4.44) (f(x) —y,(x) > 0.)
Analogno se pokazuje da ako prvi izvod funkcije f raste tada je funkcija kon-
veksna. U
Iz prethodnog sledi da je grafik strogo konveksne funkcije na intervalu (a,b)
iznad tangente funkcije u tacki (c, f(c), ¢ € (a,b) (sl. 4.10).

Slika 4.10. Konveksna kriva. Slika 4.11. Konkavna kriva.
Sa druge strane, grafik strogo konkavne funkcije na intervalu (a,b) je ispod
tangente funkcije u tacki (c, f(c), ¢ € (a,b) (sl. 4.11).
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Primer 4.67. Odredi¢emo intervale konveksnosti odnosno konkavnosti za sledece
funkcije:

a) fx)=x>=3+1; b) flx)=x—1.
a) U ovom sluéaju je f/(x) =3x> —6xi f"(x) = 6x—6, paje f”(1) = 0. Odavde

sledi da je data funkcija konveksna za x > 1 i konkavna za x < 1.

2
¢) Drugi izvod date funkcije je f”(x) = RYETER x # 0. Funkcija je konveksna na
X

(0,4 ). Funkcija je konkavna na (— ,0).

Definicija 4.5. Neka je f neprekidna funkcija na intervalu (a,b) i diferencijabilna
u tacki ¢ € (a,b). Ako funkcija f menja karakter svoje konkavnosti u c (tj. prelazi iz
konveksnosti u konkavnost, ili obrnuto), tada se tacka (c, f(c)) (na grafiku funkcije
f) naziva prevojna tacka funkcije f.

Potreban uslov za postojanje prevojne tacke daje sledeca teorema.

Teorema 4.25. Ako je (c, f(c)) prevojna tacka funkcije f, tada je ili f"(c) =0 ili
1" (c) ne postoji.

Primer 4.68. Odredi¢emo prevojne tacke za funkcije date u primeru 4.67.
a) Prevojna tacka grafika date funkcije je tacka (1,—1).

b) Prevojna tacka grafika date funkcije je tacka (0,—1), i pored toga Sto u toj tacki
drugi izvod ne postoji.

Dovoljne uslove za postojanje prevojne tacke daje sledeéa teorema.

Teorema 4.26. Neka je funkcija f diferencijabilna u tacki c i dva puta diferencija-
bilna na otvorenom intervalu (a,b) koji sadri tacku c, izuzev moZda u samoj tacki
c. Tada je (c, f(c)) prevojna tacka funkcije f, ako f" "menja znak prolaskom kroz
tacku c,"odnosno ako postoji prozvoljno malo > 0, tako da vaZi

F"(x1) - f"(x2) <0, za svako x; € (c— ), x2 € (c,c+ )
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Drugi kriterijum za odredivanje ekstremnih vrednosti funkcije

Teorema 4.27. Neka je funkcija f dva puta diferencijabilna na otvorenom inter-
valu (a,b) koji sadrZi tacku c i neka je f'(c) = 0.

Ako je f"(c) <0, tada funkcija f ima lokalni maksimum u tacki c.

Ako je f"(c) >0, tada funkcija f ima lokalni minimum u tacki c.

Dokaz. Uslov f/(c) = 0, povlai da je tangenta na datu krivu u tacki P(c, f(c))
horizontalna. Ako je jo§i f”(c) < 0, tada postoji interval (a,b), koji sadrZi tacku
¢ takav da je funkcija konkavna odozdo, pa se grafik date funkcije nalazi ispod
tangente u tacki P. To znaci da data funkcija ima lokalni maksimum u tacki P.
Analogno se pokazuje tvrdenje i u slu¢aju kada je f”(c) > 0. U

Slu¢aj f"(c) = 0 je obuhvacen slede¢om teoremom.
Teorema 4.28. Neka je funkcija f dva puta diferencijabilna na otvorenom inter-
valu (a,b) koji sadrZi tacku c i neka vaZe jednakosti f'(c) =01i f"(c) = 0. Pret-

postavimo da postoji prirodan broj n > 2 sa osobinom f () (¢) # 0 i neka je n i
najmanji takav broj. Tada vaZi sledele:

1) Ako je broj n paran tada funkcija f ima ekstremnu vrednost u tacki c, i to:

lokalni maksimum ako je " (c) < 0,

lokalni minimum ako je ™ (c) > 0.

2) Ako je broj n neparan, tada funkcija f nema ekstremnu vrednost u tacki c.

Dokaz. Neka je f/(c) = f"(c) = f"D(c) =0, f™(c)#0. Na osnovu lokalne
Tejlorove formule je

16) = 1)+ = () +o((r—0)), ¥,

odnosno

gde je lim (x)=0.
X—C
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1. Ako je n paran broj tada je (x — )" nenegativno, pa je znak ") (c)+ ,zax
u dovolno maloj okolini tatke ¢, odreden znakom ) (¢), jer je lim (x) =0.
X—C

Prema tome ako je ) (c) < 0, tada je f(x) — f(c) < 0, pa funkcija f ima
lokalni maksimum u tacki c.

Ako je f(c) > 0, tada je f(x) — f(c) > 0 pa funkcija f ima lokalni mini-
mum u tacki c.

2. Ako je n neparan broj tada je (x — ¢)" menja znak u zavisnosti od znaka
x—c. g

Primer 4.69. Odredicemo ekstremne vrednosti i intervale monotonosti slede¢ih
funkcija x e R:

a) f(x) =x—sinx; b) f(x) = x*3 (x> —8).

a) Kako je f/(x) =1 —cosx > 0, to funkcija f raste na skupu R\ {2k |k € Z}.
Kakoje f”(2k )=sin(2k )=0 i f"(2k )=cos(2k )= (—1)*+#0, to funkcija
f utackama x; = 2k , k € Z, ima prevojne tacke. Prema tome funkcija f raste na

intervalu (— ,+ ).

b) Kako je

6P +2(x*—8)  8(x*—2)

3x1/3 - 3xl/3

f(x) = (2x)x*3 + (x> —8) <§x‘1/3>

toje f'(x) =0zax; = —/2ix, = /2. Treéa tacka u kojoj funkcija f moZe imati
lokalni ekstrem je x3 = 0, jer u njoj prvi izvod date funkcije ne postoji.

Posto je za svako x # 0 :

8 5x*+2
" -
f (.X)—§ x4/3 >O7
to funkcija f ima lokalni minimum u tatkama x; = —v/2 i x, = v/2. Kako je

P-2>0zaxe(— ,—V2)U(V2,+ ) i ¥*-2<0za xc(—V2,V2),

toje f'(x) >0zax € (—v/2,0)U(v/2,+ ). Nata dva intervala funkcija f raste.
Funkcija f opada na intervalima (— ,—+/2)i (0,/2), jer je na svakom od njih
f(x) <o.
Najzad, funkcija f ima lokalni maksimum u tacki x3 = 0, jer prvi izvod f’
menja znak prolaskom kroz tacku 0.



160 Glava 4. Izvod funkcije

4.17 Primena izvoda

Primer 4.70. Od kartona pravougaonog oblika duZine 21 cm i §irine 16cm, treba
iseéi jednake kvadrate oko svakog temena tako da se dobije otvorena kutija oblika
kvadra sa najveom zapreminom.

Ako oznacimo sa x stranicu kvadrata koji se iseca, tada su dimenzije kutije x,
16 —2x1i 21 — 2x, pa je njegova zapremina

V(x) =x(16 —2x)(21 — 2x) = 2(168x — 37x* +2x°), x € [0,8].
Prvi izvod funkcije V je
V'(x) =2(168 — T4x + 6x%) = 4(3x — 28)(x —3)

te su njene nule x; =28/3 i x, = 3, pri Cemu je x; > 8, pa nema smisla u nasem
sluCaju. Drugi izvod funkcije V je V”(x) = 4(6x — 37), pa je V”(3) < 0. Prema
tome, funkcija ima lokalni maksimum u tacki x = 3; potrebno je proveriti da li je
to i globalni maksimum. To u ovom slu€aju znaci da treba ispitati joS i vrednosti
funkcije u krajnjim tackama. Kako je V =0zax =01ix =8, to se najveca zaprem-
ina V = 450cm? zaista dobija za x = 3, tj. kada se iz svakog ugla isece kvadrat
stranice 3 cm.

Primer 4.71. Odrediti dimenzije kontejnera oblika kruznog valjka date zapremine
V =24 m? tako da cena utroSenog materijala bude minimalna, ako je materijal
koji se koristi za dno tri puta skuplji od materijala za omotac.

Ako oznacimo sa r poluprecnik kruga koji se nalazi u osnovi valjka, sa H
njegovu visinu, tada zbog V = Hr?> moZemo pisati H = 24 /r>. Ako sa ¢ dinara
oznacimo cenu kvadratnog metra materijala koji se koristi za omotac valjka, tada
omota¢ valjka staje ¢c(2 rH), a osnova staje 3¢( 7?). Ukupna cena materijala za
ceo valjak je

C(r)y=c(2 rH)+3c( *)=c (3r*+2rH) =c¢ <3r2—|—4r8>.

Kako je

je C"(2) > 0, pa Ce se najjeftiniji valjak dobiti ako je poluprenik r = 2cm i visine
H=6cm.
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Primer 4.72. Neka se dva puta ukrstaju u tacki P pod pravim uglom. Jedan auto-
mobil prode tacku P u 10 sati pre podne putujuéi konstantnom brzinom od 20km/h
u desno (prema istoku). U isto vreme drugi automobil je 2km udaljen od tacke
P prema gore (prema severu), i on putujuci prema dole (prema jugu) brzinom od
50km/h. Odrediti vreme kada ¢e ta dva automobila biti najbliZze jedan drugome (sl.
4.13).

Oznacimo pomenute puteve pomocu x i y ose, a sa t broj sati posle 10 casova
ujutro. Tada e sporiji automobil preéi 20¢km i biti u tacki A, a brZi automobil
preéi 50¢ km 1 biti u tacki B. Rastojanje izmedu A i B dato je sa

d = \/(2— 5002 + (202 = /4 — 2001 1 29007

Funkcija 4 — 200z 4 2900¢? je uvek pozitivna (dakle, nema problema sa definisa-
nosti funkcije d), i nikada ne moZe biti jednaka nuli. Funkcija d je definisana na
vremenskom intervalu od t = 0 do r = 2/50 = 1/25 (vreme stizanja drugog auto-
mobila u tacku P). Funkcija g(x) = 1/x, x > 0, je rastuda, tako da se ekstremne
vrednosti funkcije h(x) = /f(x), f(x) > 0 mogu odrediti pomoc¢u ekstremnih
vrednosti funkcije f, §to je znatno jednostavnije. Ako ozna¢imo

f(t) =4 —200r +2900¢, tadaje f'(r) = —200+ 5800z,

paje f'(t) =0zat= 28 =1/29. Zbog f"(t) = 5800 > 0, funkcija f ima za
t = 1/29 lokalni minimum jednak f (1/29) ~ 0,55. Funkcija f je definisana na in-
tervalu [0,1/25)1 f(0) =4 > 0,55 paje ut = 1/29 apsolutni minimum za funkciju
I

Prema tome, automobili ¢e biti najbliZi jedan drugom posle 1/29 sati od po-
laska, odnosno priblizno 2,07 minuta posle 10 sati. Najmanje rastojanje izmedu

njih bice \/f(1/29) ~ /0,55 ~ 0,74km.

Fizicki smisao izvoda

Ako funkcija s = s5(¢), t > 0, opisuje predeni put materijalne tacke (kao funkciju
vremenat), tada je prvi izvod funkcije s u tacki #o > 0 (ako postoji), trenutna brzina
te materijalne tatke u momentu #y, dok je drugi izvod funkcije s u tacki 79 (ako
postoji) trenutno ubrzanje te materijalne tacke u momentu ;.

Primer 4.73. Telo se kree pravolinijski, a udaljenost od pocetne tacke data je
zakonom

s =13 — 12>+ 36t,
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gde je vreme ¢ dato u sekundama, a put s u metrima.

a) Odrediti vremenski interval u kome se udaljenost s od pocetnog poloZaja povecava
i vremenski interval u kome se udaljenost s od pocetnog poloZaja smanjuje.

b) Odrediti vremenski interval u kome se brzina v poveéava i vremenski interval u
kome se brzina v smanjuje.

¢) Odrediti razdaljinu tela od pocetne tacke posle 7 sekundi.
a) Prema prethodnom, brzina posmatranog tela je
v(t) = s'(t) = 31> — 241 + 36,
a ubrzanje je
a(t)=s"(t) =6t —24.

Udaljenost s od poCetnog poloZaja se poveéava ako je s'(t) = v(t) > 0, tj. za

32 — 241 +36 =3(1> — 8t +12) =3(r —2)(t —6) > 0.

To se desava za 0 <t < 2 it > 6. Udaljenost s od pocetnog poloZaja se smanjuje
akoje s'(r)=v(r) =3(—2)(t—6) <0,tj. za2 <t <6.

b) Brzina se povecava ako je
s"(t)=v'(t)=a(t) =6t —24 >0, t.akoje >4

Brzina se smanjuje ako je
Slika 4.12. Slika 4.13.

duZina puta se pb@@éﬁaél btd Znfat i <tllo Kiled@ka ifesAost]. 6 fozitivnom smeru
sose. Zat =2jes=232m. Za sledele 4 sekunde, tj, za 2 < t < 6, rastojanje od
(52 BPSE BRI TSR 6 sQ #Fete Vrelo Bl om0 h Kt s 088 72t < 6
je s =0, tj. telo se vratilo u tacki O. Ako se t dalje povecava, tj. za 6 <t < 7, telo
se ponovo krece u desno i za t = 7 je udaljeno s = 7m od tacke O.

Primer 4.74. (Vertikalan hitac.)
Projektil se ispaljuje vertikalno u vis brzinom od 400 m/sec. Opisati njegovo kre-
tanje tokom vremena. Uzeti da je ubrzanje Zemljine teZe g ~ 10m/s>. Visina na

koju se telo penje data je opstim izrazom
2
h(t) = V()f — 7,

tj. u naSem slucaju
h(t) = 4001 — 5¢%.
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Ovo je tipi¢an primer jednoliko usporenog kretanja. Visina & = h(t), data u
funkciji od vremena, jeste parabola okrenuta na dole, Cije sunule t; =0sit, = 80s.
Prva vrednost predstavlja trenutak lansiranja, a druga odgovara vremenu kada se
projektil vrati na zemlju.

Brzina projektila je

v(t) =h'(t) = 400 — 10r.

Brzina v(t) je pozitivna (usmerena navise) sve do ¢ = 40s, a potom postaje nega-
tivna (usmerena na niZe). Momenat ¢ = 40s odgovara maksimalnoj visini

hmax = h(40) = 400-40 —5-40> = 8000 m.

Uocdimo da je v(80) = —400m/s, $to znali da je brzina povratka po intenzitetu
jednaka brzini lansiranja (Sto je posledica zakona o odrZanju energije).
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4.18 Grafici funkcija

Detaljno ispitivanje funkcije podrazumeva sledece tacke:

1. Odredivanje maksimalnog skupa (u smislu inkluzije) na kojem je analiticki
oblik funkcije definisan, Sto ¢e biti i domen funkcije.

2. Parnost i neparnost funkcije i periodi¢nost funkcije.
3. Nule funkcije i znak funkcije.

4. Monotonost funkcije.

5. Ekstremne vrednosti funkcije.

6. Konveksnost, konkavnost i prevojne tacke funkcije.
7. Asimptote funkcije.

8. Crtanje grafika funkcije.

Primer 4.75. Ispitacemo tok i nacrtati grafik funkcije f(x) = x* — x? (sl. 4.14).
1. Data funkcija je definisana na skupu R.

2. Funkcija f je parna, jer je za sve x € R: f(—x) = (—x)* — (—x)? = f(x).

3. Nule funkcije f se dobijaju iz f(x) =0, tj. za x* — x> = 0, §to vaZi zax = 0,
x=1ix=—1.Kakoje f(x) =x*(x>*—1),toje f(x) >0zaxc (— ,—1)U

(LL+ ),af(x)<0Ozaxe (—1,1).

4. Prvi izvod funkcije f je f'(x) = 4x> —2x = 2x(2x*> — 1) i njegove nule su
x1=0,x=+2/2ix3=—v2/2.
Data funkcija raste ako je f(x) = 2x(2x*> — 1) > 0. Kako je

23 —1>0 za x€(— ,—V2/2)U(V2/2,+ ),
tozax € (vV2/2,+ ) vazi 2x(2x> — 1) > 0. Dalje je
22 —1<0 za xe(—V2/2,V2/2),

pazax € (—v/2/2,0) vazi 2x(2x> — 1) > 0. Dakle, funkcija f raste na inter-
valima (—+v/2/2,0) i (v2/2,+ ).
Sli¢no se pokazuje da funkcija f opada na intervalima (— ,—/2/2)i(0,v/2/2).
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5.

Primer 4.76. Ispitaemo tok i nacrtati grafik funkcije f(x) =
. Data funkcija nema asimptota.

. Data funkcija je definisana na skupu (— ,—3)U(-3,3)U(3,+ ).

—_—

Drugi izvod funkcije f je f” = 12x*> —2. Kako je f”(0) = —2 < 0, to funk-
cija f ima lokalni maksimum za x = 0, ¢ija je vrednost f(0) = 0. Odgovara-
jucu tacku A(0,0) na grafiku funkcije f ¢emo zvati lokalni maksimum.

Uopste, ako neka funkcija ima u tacki xo lokalni ekstrem, onda ¢emo odgo-
varajucu tacku grafika A(xo, f(x)) te funkcije zvati lokalni ekstrem.

Kako je f”(v/2/2) =4 > 0, to funkcija f u tacki B(v/2/2, —1/4) ima lokalni
minimum.

Kako je f"(—+/2/2) = 4 > 0, to funkcija f u tacki C(—+/2/2,—1/4) ima
lokalni minimum.

Funkcija f je konveksna odozgo ako je f”(x) = 12x*> —2 > 0, §to je ispun-
jeno na intervalima (— ,—+/6/6) i (v/6/6,+ ). Funkcija je konkavna ako
je f"(x) = 12x* —2 < 0, §to je ispunjeno na intervalu (—v/6/6,v/6/6).

Iz f(x) = 12x*> —2 = 0 sledi x1 » = £v/6/6, $to znadi da fynkejja f ima
mog¥kdbidiné fé)ck_exﬁf\}%% —5/36 @1,@(@—4\,1'@/ d, lbﬁﬁdum da,
prema prethodnom, grafik funkcije menja svoju konkavnost u ovim tackama,
to su one zaista prevojne tacke funkcije f.

-5
g (Sl 4.15).

. Data funkcija nije ni parna ni neparna.

(=3,3)U(5, ),af(x)<0,zaxe(— ,—3)U(3,5).

-5
. Nula funkcije f je za x =5. 1z 79 > 0, sledi da je f(x) >0, zax €

—x>+10x—9
ERC
Prvi izvod funkcije f imanulezax=1ix=9.

Prvi izvod funkcije f je f'(x) =

Funkcija f raste za —x> + 10x —9 > 0 i x # 43, odnosno na intervalima
(1,3)1(3,9).
Funkcija f opada za —x*> 4 10x —9 < 0 i x # 43, odnosno na intervalima
(— ,=3),(=3,D)i(9,+ ).
X3 — 15x% +27x —45)

(@ —9)3
Kako je f”(1) > 0, to funkcija f ima lokalni minimum u tacki A(1,1/2).
Kako je f"(9) < 0, to funkcija f ima lokalni maksimum u tac¢ki B(9,1/18).

Drugi izvod funkcije f je f"(x) =2 (
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6.

Polinom P(x) = x* — 15x? 4+ 27x — 45 ima jednu realnu nulu koju éemo
obeleZiti sa xo. Posto je f”(13) <01 f”(14) > 0, to tacka x pripada inter-
valu (13,14); pokazacemo da u tacki C(x, f(xp)) funkcija f ima prevojnu
tacku.

Pokazimo da je funkcija f konkveksna (tj. f”(x) > 0) na intervalima (—3, 3)
i (x0,+ ). Naime, za x < xo vaZi P(x) < 0, a takodje je x> —9 < 0 za x €
(—=3,3).Zax > xpje P(x) >0ix>—9>0.

Funkcija f je konkavna za f”(x) < 0, tj. na intervalima (— ,—3)1 (3,x0).
Na osnovu prethodnog sledi da u tacki C, sa apscisom xo € (13,14), funkcija
f ima prevojnu tacku.

Asimptote:
Funkcija ima dve vertikalne asimptote x = —3 i x = 3, jer vazi
li =— i 1 =+ .
A S == i i S =+

Takodic ic 1i _ . _
a Odjejexﬁlglwf(x) + lﬁlgl}rof(x)

Funkcija ima horizontalnu asimptotu y =01 kadax — + ikadax — — |
jer je lirjltl f(x)=0.
X—

Funkcija nema kosu asimptotu.

Primer 4.77. Ispitaemo tok i nacrtati grafik funkcije f(x) = xv/x+3 (sl. 4.16).

1.

2.

. Drugi izvod funkcije je f”(x) =

Data funkcija je definisana na intervalu [—3,+ ).
Funkcija f ima nule u taCkama x; =0iux; = —3. f(x) <0, x € (-3,0),
f(x)>0, xe (0, ).
3x+6
2Vx+3
Prvi izvod funkcije f ima nulu za 3x+6 =0, tj. za x = —2.

Funkcija f raste za 3x+6 > 0, tj. na intervalu (—2,+ ), jerje 2/x+3 >0
za svako x > —3.

Prvi izvod funkcije f je f/(x) =

Funkcija f opada za 3x+ 6 < 0, tj. na intervalu (—3,—2).
3(x+4)

4(x+3)3/2

Kako je f"(—2) > 0 to je tatka A(—2,—2) minimum funkcije.
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6. Kako za x > —3 vazi f"(x) > 0, to je data funkcija konveksna na skupu
(=3,4+ ).

7. Data funkcija nema asimptota.
Slika 4.16. f(x) = xv/x+3. Slika 4.17. f(x) = 2sinx+ cos2x.

Primer 4.78. Ispitaemo tok i nacrtati grafik funkcije f(x) = 2sinx+ cos2x (sl.
4.17).
1. Data funkcija je definisana na skupu R.

2. Data funkcija je periodi¢na sa osnovnom periodom 2 , tako da je dovoljno
ispitati njen tok i nacrtati grafik na intervalu [0,2 |.

Funkcija f nije ni parna ni neparna.

3. Nule funkcije f su reSenja jednacine

2sinx+ cos2x = 0. 4.47)

Kako je cos2x = cos®x — sin’x, to se jednadina (4.47) svodi na 1 +2sinx —

2sin’x = 0. Posle smene ¢ = sinx dobija se jedna¢ina 1427 — 212 = 0, &ija su
1+3

. 3 : v :
reSenja ty o = . Kako jet; = > 1, §to je van skupa vrednosti

funkcije sinx, to moZemo prihvatiti samo re§enje 1, = 1 — v/2. Na intervalu
[0,2 ] traZene nule funkcije f su u taCkama x; ~ 5,911 x; ~ 3,42.

4. Prvi izvod funkcije f je f'(x) =2cosx(1 —2sinx).

Nule funkcije f/ su za cosx =01 za sinx = 1/2, tj. (na intervalu [0,2 ]) to
su /2,3 /2, /615 /6.

5. Drugi izvod funkcije je f” = —2sinx —4cos2x.
Kako je f"( /2) =2, f"(3 /2)=6, f"( /6)=-31if"(5 [6)=-3,t0
su tatke A( /2,1) i B(3 /2,-3) lokalni minimumi, a tatke C( /6,3/2) i
D(5 /6,3/2) lokalni maksimumi funkcije f.
Primer 4.79. Ispitaemo tok i nacrtati grafik funkcije f(x) = xe* (sl. 4.18).
1. Data funkcija je definisana na skupu R.

2. Funkcija f nije ni parna ni neparna.

3. Nula funkcije fjex=0, f(x) <0, x<O0, f(x) >0, x> 0.
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4. Prvi izvod funkcije f je f'(x) = (x+1)e".
Prvi izvod funkcije f ima nulu za x = —1.
Funkcija f raste za x > —1.

Funkcija f opada zax < —1.
5. Drugi izvod funkcije f je f”(x) = (x+2)e".

Kako je f”(—1) > 0, to data funkcija ima lokalni minimum u ta¢ki A(—1,—1/e).
6. Funkcija je konveksna za f”(x) > 0, tj. na intervalu (—2,+ ).

Funkcija je konkavna na intervalu (— ,—2).

Funkcija ima prevojnu tacku B(—2, —2e~2).

7. Asimptote:

Data funkcija nema vertikalnih asimptota.

Funkcija f ima horizontalnu asimptotu x =0 kadax — — | jer je
. X . 7l> 1
Iim x¢ =— limte” =— lim —=— lim — =0
X—— 1=+ t—+ ¢l 1—+ ¢

Funkcija nema kosu asimptotu.

2

Slika 4.18. f(x) = xe". Slika 4.19. f(x) =xe *.

Primer 4.80. Ispitaemo tok i nacrtati grafik funkcije f(x) = xe ™ (sl. 4.19).
1. Data funkcija je definisana na skupu R.

2. Funkcija f je neparna, jer za sve x € R vazi

3. Nula funkcije fjeux=0, f(x)<0,zax<0, f(x)>0,zax>0.

4. Prvi izvod funkcije fje f/(x) = (1—2x2)e ™.
Prvi izvod funkcije f ima nule x; = ﬂ/Z 1x) = —ﬂ/Z.
Funkcija f raste na intervalu (—v/2/2,/2/2).
Funkcija f opada na intervalima (— ,—+v/2/2) i (v2/2,+ ).
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. Drugi izvod funkcije fje f”(x) = 2x(2x> —3)e™.

2

Kako je f”(v/2/2) < 0, to funkcija ima lokalni maksimum u tacki
A(V2/2,7/2e71/2)2).

Kako je f”(—+/2/2) > 0, to funkcija f ima lokalni minimum u tacki
B(—V2/2,—\/2e71/2)2).

. Funkcija f je konveksna na intervalima (—4/3/2,0) i

(V3/2,+ ).
Funkcija f je konkavna na intervalima (— ,—+/3/2)1(0,1/3/2).

Funkcija f ima prevojne tacke

0.0, D(VABAR) i E(~VAR AR,

. Asimptote:

Nema vertikalnih asimptota.

Funkcija ima horizontalnu asimptotu y =0u £ | jer je
lim xe ™ =0.

X—):l:

Funkcija nema kosu asimptotu.

Primer 4.81. Ispitacemo tok i nacrtati grafik funkcije f(x) = xe~'/* (sl. 4.20).

1.
2.
3.

Data funkcija je definisana na skupu (— ,0)U (0,+ ).
Funkcija f nije ni parna ni neparna.

Funkcija f nema nula.

De1/x
Prvi izvod funkeije fje £/(x) = SF D"
x
Prvi izvod funkcije f ima nulu za x = —1.
Funkcija f raste na intervalima (— ,—1) i (0,+ ). Funkcija f opada na

intervalu (—1,0).

. Tatka A(—1,—e) je lokalni maksimum.

1
. Drugi izvod funkcije je f”(x) = —e '/,
X

Funkcija je konveksna na intervalu (0,+ ).
Funkcija je konkavna na intervalu (— ,0).

Funkcija f nema prevojnih tacaka.



170 Glava 4. Izvod funkcije

7. Asimptote:

Vertikalna asimptota je x = 0, jer vaZi

Sa druge strane je lim xe '/* = 0.

x—0+

Funkcija f nema horizontalnu asimptotu.

Funkcija f ima kosu asimptotu y =x— 1 kadax — £ , jer je

—1/x

ko= lim “—=1.

x—= X ex+2
Slika 4.20. f(x) = xe~!/~. Stika 4.21, (%) = — -

n = lim xe ¥ —x= lim x(e"'*—1)= lim o

x—=+ x—+ X—+ l/x
X+2
Primer 4.82. Ispitaemo tok i nacrtati grafik funkcije f(x) = i (sl. 4.21).
x
1. Data funkcija je definisana na skupu (— ,—1)U(—1,+ ).

2. Funkcija f nije ni parna ni neparna.
3. Funkcija f nema nula, f(x) <0,zax < —1, f(x)>0,zax> —1.

xex+2
(x+1)2
Prvi izvod funkcije f ima nulu za x = 0.

4. Prvi izvod funkcije f je f'(x) =

Funkcija f raste na intervalu (0,4 )

Funkcija f opada na intervalima (— ,—1)i(—1,0).
X +1 ex+2
(x+1)3

Kako je f”(0) > 0, to funkcija ima minimum u tacki A(0,e?). Funkcija f je
konkavna odozgo na (—1,+ ).

5. Drugi izvod funkcije je f”(x) =

6. Funkcija f je konveksnana (— ,—1).

Funkcija f nema prevojnih tacaka.
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7. Asimptote:

Vertikalna asimptota je x = —1 1 vazi

ex+2 ] ex+2

x——1-0x+1 x——1+0x+ 1
Funkcija ima horizontalnu asimptotu y = 0 kada x — — | (negativna stranu
x—ose), i vaZi

ex+2 ex+2
+ lim
== x+1

lim = =0.
—+ x+1

Funkcija nema kosu asimptotu.

Primer 4.83. Ispitacemo tok i nacrtati grafik funkcije f(x) = ¢/ (1= (sl 4.22).
1. Data funkcija je definisana na skupu (— ,—1)U(—1,1)U(1,+ ).
2. Funkcija f nije parna ni neparna.

3. Funkcija f nema nula.

2(x*+1
4. Prvi izvod funkcije f je f'(x) = Hez)‘/ (=),
—X

Prvi izvod funkcije f nema realnih nula.

Funkcija f raste na intervalima (— ,—1), (—=1,1)i (1,4 ).
5. Konkavnost ostaje za samostalno veZbanje.

6. Asimptote:

Vertikalne asimptote sux = —11ix =1, jer je

lim el =+ 1 lim et-22 =+
x——1-0 x—1-0

Zaispitivanje toka i crtanje grafika funkcije f vazne su i sledece dve grani¢ne
vrednosti:
_2x_ 2x
lim et =0 1 lim e-2 =0.
x——140 5 x—140 1—x
Slika 4.22. f(x) = e*/(1=) Slika 4.23. f(xi: In——.
Funkcija f ima horizontalnu asimptotu y = 1 kada x — , jedjt x

2x
L 1—
Primer 4.84. Ispitacemo tok i nacrt@&lgrzﬁilk"%uﬁlzije f(x)=1In 0 a

1. 4.23).
+x s )

7. Funkcija f nema kosu asimptotu.
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1. Data funkcija je definisana za 1 +x > 0, odnosno za |x| < 1.
X

2. Funkcija f je neparna, jer je za |x| < 1

—(—x) l—x
) =1 -] - _
F(=) T S R i f)
3. Funkcija f ima nulu za x = 0.
.. ey 2
4. Prviizvod funkcije f je f'(x) = 1o
—x

Prvi izvod funkcije f nema nula.

Funkcija f opadana (—1,1).

4
5. Drugi izvod funkcije fje f”(x) = —ﬁ.
Funkcija f je konveksna na (— ,0).
Funkcija f je konkavna na (0,+ ).
Funkcija f ima prevojnu tacku 0(0,0).
6. Funkcija f ima vertikalne asimptote x = —1 i x =1, jer je
. —X . 1—x
lim In =4+ 1 limIn =—
x——1+ 1-4x —l- 14x

9
Primer 4.85. Ispitaemo tok i nacrtati grafik funkcije f(x) = | > * 7 (sl. 4.24).

3Vxr+

Data funkcija se moZe definisati i na sledeci nacin:

2—x
filx) = my x<2,
flx)=
Hx) = o2 x>2.

3vVx2 4

1. Domen je skup R.

2. Funkcija fi(x) ima nulu x = 2, dok funkcija f>(x) nema nula.
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3. Prviizvod funkcije f je
2 x+2

fi'(x) = —§7<x2+4)3/2, x <2,
0= 2 x+2
fZI(.X) = 57(x2+4)3/2, x>2

Prvi izvod funkcije f; ima nulu za x = —2, dok prvi izvod funkcije f> nema
nula. Medutim, funkcija f nema izvod u tacki x = 2; prema teoremi 4.8, u
toj tacki takode moZe biti lokalni ekstrem funkcije.

Funkcija f) raste na intervalu (— ,—2).
Funkcija f) opada na intervalu (—2,2).
Funkcija f, raste na intervalu (2,+ ).

4. Kako je funkcija f’ negativna sa leve, a pozitivna sa desne strane tacke x = 2,
to u tacki x = 2 funkcija f ima lokalni minimum.

5. Drugi izvod funkcije f je

4 +3x 2
" o
fx) =
4 x? 2
B) = S XX

T3 (2+4)52

6. Nule funkcije f1” su tacke

3 3- V17
+¢7 ~-3,56 i x=-— VI7

X1 = —

Funkcija f; je konveksna na intervalima (— ,x1) 1 (x2,2).
Funkcija f) je konkavna na intervalu (xj,x2).

Funkcija f; ima prevojne tacke A(xy, f(x1)) i B(x2, f(x2)).
Zax>2je f)(x) <0, paje funkcija f> konkavnana (2,+ ).

7. Asimptote
Funkcija f nema vertikalnu asimptotu.
Funkcija f ima horizontalnu asimptotu y = 1/3 kada x — £ |, jer je

=1/3 i lim =1/3.

2—x
lim ——
xX—— 31/x2_|_4 x——+ 3‘/)62

Funkcija f nema kosu asimptotu.
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2
Slika 4.24. f(x) = Q Slika 4.25. f(x) = Vx> — V2 + 1.
3Vxr+4
Primer 4.86. Ispitacemo tok i nacrtati grafik funkcije f(x) = vVx2—v/x2+1 (sl.
4.25).

1. Data funkcija je definisana na skupu R.

2. Data funkcija je parna.

3. Funkcija f nema nula, i vazi f(x) <0 za sve x € R.

2/ (24 1)2 = Vo
4. Prvi izvod funkeije je f/(x) = Y 1) f, x40
3R/
Funkcija f opadana (— ,0), araste za (0,+ ),

5. U tacki x = 0 prvi izvod funkcije f ne postoji, Medutim, funkcija f ima
minimum u tacki x = 0, jer, kako smo u prethodne dve tacke ve¢ videli, levo
od tacke O funkcija f’ je negativna, a desno od nje je pozitivna. Primetimo
da je tangenta grafika u tacki x = 0 normalna na x—osu.

2 /(4 1)5 43Vt — V10
6. Drugi izvod funkeije f je £"(x) = — 2 Y t f 43Vt V . x#0.
9 VARVACZENIE
Funkcija f” je negativna za sve x # 0, pa je funkcija f konkavna na inter-
valima (— ,0)i(0,+ ), inema prevojnu tacku.
7. Asimptote

Funkcija f nema vertikalne asimptote.

Funkcija f ima horizontalnu asimptotu y =0 kadax — + | jer je

Jm (V2 -V T)
_ o VP VR DVE Y+ D 4 2412
o (Vt+ i{xz(x2+1)+%x2+1)2

lim =0.
= (Va2 1) + /(2 + 1)

Funkcija f nema kosu asimptotu.
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Neodredeni integral

5.1 Definicija i osnovne osobine

Posmatrajmo funkciju f(x) = 4x,x € R. Postavlja se pitanje da li za funkciju
f(x) = 4x postoji funkcija F &iji bi izvod bio bas jednak 4x°, tj. F'(x) = 4x. Lako
moZemo nadi jednu takvu funkciju, recimo takva je funkcija x*, jer je (x*)" = 4x°.
Prethodni primer nam daje motivaciju za slede¢u op$tu definiciju.

Definicija 5.1. Funkcija F : [a,b] — R je primitivna funkcija za funkciju f : [a,b] —
R na intervalu |a,b| ako vazi

(Vx € (a,b)) F'(x) = f(x). (5.1)

U prethodnom primeru, funkcija F(x) = x* je jedna primitivna funkcija za
funkciju f(x) = 4x>.

Primer 5.1. Za funkciju f(x)

= —sinx jedna njena primitivna funkcija je F(x)=
cosx nad intervalom (— ,+ ).

Iz Lagranzove teoreme 4.12 sledi da se bilo koje dve primitivne funkcije koje
odgovaraju jednoj neprekidnoj funkciji razlikuju najvise za konstantu.

Primer 5.2. Sve primitivne funkcije za funkciju f(x) = —sinx su date sa cosx+
C, gde je C proizvoljna realna konstanta.

Definicija 5.2. Neodredeni integral funkcije f na intervalu [a,b] je skup svih njenih
primitivnih funkcija.

175
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Neodredeni integral funkcije f oznacavamo sa [ f(x)dx, i ¢itamo "integral od ef
od iks de iks". Zbog toga, ako vaZi jednakost (5.1), pisaCemo u nastavku

/f(x)dx:F(x)+C, (5.2)

gde je C proizvoljna konstanta.

Fundamentalna je ¢injenica da svaka neprekidna funkcija na intervalu ima pri-
mitivnu funkciju na tom intervalu.

Ako je funkcija f diferencijabilna nad intervalom (a,b), tada je po definiciji
neodredenog integrala

/f’(x)dx:f(x)+C, x€ (ab).

5.2 Tablica integrala nekih osnovnih elementarnih funk-
cija

Tablica osnovnih neodredenih integrala se moZe dobiti iz odgovarajuce tablice
prvih izvoda i primenom osnovnih pravila za izvod funkcije nad njihovim prirod-
nim definicionim skupovima. Ostavljamo Citaocu da odredi najvece skupove u
R na kojima ove jednakosti vaze. Realni parametar a je pozitivan u integralima
8)-12).

+1
1) /x dx:x+1+C, £ -1 2) /x_ldx:1n|x|—|—C;
3) /sinxdx:—cosx—i-C; 4) /cosxdx:sinx+C;
1 1
5)/ s—dx=tgx+C, 6) / ——dx=—ctgx+C;
cos? x sin”x
X
7) /exdx:ex+C; 8) /axdx: e +C,a#1,;
Ina
dx 1 X dx 1 a+x
9 ——— = —arctg—+C; 10 =—1 C;
) /aZ—i-x2 aanga+ ) /612—)c2 2a " |a—x +

:1n’x+\/x2j:a2‘+c; 1

11) /L 2) /L*arcsinf—i—c
Vx2 4 a? Va* —x? a
1
Pokaza¢emo samo drugu jednakost. Naime, za x > 0 je (Inx)' = —, a takode za
X
x < 0vazi
(Infaf)’ = (In(x)) =~ =~
= =-= =7
1
o

Zato zax # 0 vazi (Inlx|) =
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5.3 Osnovne osobine neodredenog integrala

Na osnovu osobina prvog izvoda lako se pokazuje da je integral linearna op-
eracija, tj. da vaZi sledeéa teorema.

Teorema 5.1. Za funkcije f i g za koje postoje neodredeni integrali nad intervalom
I vaZi

1. /(f(x)+g(x))dx = /f(x)dx+/g(x)dx
2. /a-f(x)dx = a'/f(x)dx; a#0.

Dokaz.
1. Nekaje
/f(x)dx:F(x)+C1, /g(x)dx:G(x)—i-Cz,
gde su F i G primitivne funkcije za f, odnosno g. Kako je
(F(x) +C1+G(x) +C2) = f(x) +g(x),

to su sa F(x) + G(x) +C (za C = C; 4 C3, jer su sve to proizvoljne konstante) date
sve primitivne funkcije za f(x) + g(x), te je

/(f(x)+g(x))dx = Fx)+G(x)+C=F(x)+C1+G(x)+C,

— [ fwdx+ [gtdx
2. Za proizvoljan realan broj a vaZzi
(aF (x)+Cy) = aF'(x) = af(x),

pa je aF (x) primitivna funkcija za af(x), tj.
/a~f(x)dx:aF(x)+C:a~/f(x)dx; 0
Primer 5.3. Vazi

/(5x3—x+5)dx = /5x3+/(—x)dx+/5dx:5/x3—/xdx+5/dx
5 2

= ZX4_%+SX+C’
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(konstante vezane za svaki od integrala su proizvoljne, pa je njihov zbir takode
konstanta).

Primer 5.4. Imamo da je

53/x —2x3e — 3x2 3
/( X x3 X )dx _ /<5x8/3_28x_> dx
X X

d
= 5/x*8/3—2/e"dx—3/—xdx
X

=5 (-2) x 3 _2¢°—3In|x|+C.

5.4 Smena promenljive u neodredenom integralu

Oblik podintegralne funkcije i pravilo za izvod sloZene funkcije cesto dozvo-
ljava svodenje datog integrala na jednostavniji integral.

Ako je funkcija f neprekidna nad intervalom [a,b] i neka je F njena primi-
tivna funkcija tj. F'(x) = f(x). Neka je neka druga funkcija x = (¢) neprekidno
diferencijabilna (njen izvod je neprekidna funkcija) na intervalu [ , | i neka vazi
a< (t)<b, <t<b.Tadajedefinisana sloZena funkcija F( (7)) nad intervalom
[ , ]. Naosnovu pravila za izvod sloZene funkcije vazi

dF( (1)) sy dF( (1) /
—==F( (¢ t g ——= t t
D o FC @) @, 6 T =) ),
jerje F'(x) = f(x). Toznalidaje F( (¢)) primitivna funkcija za funkciju f( (¢) '(¢),
paje
[ @) @di=F( @)+c.

Kako je / f(x)dx = F(x) +C, to iz prethodne jednakosti sledi

[rwas= [ 1 @) ‘war

Primer 5.5. Integral / refava se takode smenom ¢t = 1 — 3x?, dt =

—6xdx
V1—3x2

—6xdx, i dobija se

—6xdx dr i, 12
I — = [t dt=—+C=2 1—3X2+C
/m va / 1/2 vi-3
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dx . .
Primer 5.6. Izracuna¢emo / za fiksan realan broj a. Koristimo smenu ¢ =
X

x—+a, dt =dx,

d dt
/ a :/—:ln]t]—l—C:ln\x—i-a]—i-C.
J x+a t

Primer 5.7. IzraCunacemo / (bx+a)", gde je nrealan broj, n # —1,aaib su dati

1
realni brojevi, b # 0. Koristimo smenu ¢ = bx+a, dt = bdx, dx = Bdt i dobijamo

1" 1t 1 (bx+a)"!
n — — — . = -
/(bx+a) dx—/bdt R S R

Primer 5.8. Integral / (x* 4 3)?3x% dx reSava se smenom ¢ = x> + 3, dt = 3x%dx.

Imamo

t3 3 3 3
/(x3—|-3)23x2dx:/t2dt: F+C= (XJ?:)JFC.

Primer 5.9. Integral / x2 — 3x# dx reava se smenom ¢ = 1 —3x?, dt = —6xdx:

—1 —1
/\/x2—3x4dx = /xx/1—3x2dx:?/t1/2dt:?ﬁ/z—i—C

1
S U R

dx

Primer 5.10. Izracunacemo / _
ax?+bx+c

, gde su a, b i c realni brojevi.

Kvadratni trinom iz imenioca ax? 4+ bx + ¢ ¢emo svesti na oblik u*> + A, gde je A
konstanta.

b\* b b\’
a’+bx+c=alx+—) ——+4c=alx+—) +A. (5.3)
2a 4a 2a

2

4
UG53)jed =&

, pa se dati integral moZe zapisati kao

/ dx _/ dx
ax> +bx+c b
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b .
Ako sada uvedemo smenu t = x+ 20’ dt = dx, tada imamo
a

/ dx _/ dt
ax’>+bx+c ) at?+A°

Akoje A/a > 0, tada je

)

Vala
t

pa se smenom u = \/TT, du=+/a/A dt, tj. dt = \/A/a du, prethodni integral
a

svodi na tabli¢ni integral

/ dx 1 dx 1 arcteutC
= = u .
ax>+bx+c  aAJ) u*+1  \/4dA g

Tako dobijamo za A/a > 0:

/ dx 1 dt
axl+bx+c A ; 2
( )+1

+b
X+ —
2a

dx 1 t 1
= arctg| —— | +C = ——arct, +C.
/ alfbxtc NaA ¢ < VA /a> Vaa e /A Ja

Ako je A/a < 0, tada se dati integral svodi na

[ dx _1/ dr _1/ dr
ax>+bx+c al t*+AJa al t*—B?

gdejeB=+/—A/a>0.

d
Primer 5.11. Izracunacemo / m Ovo je poseban slucaj prethodnog
primera, te je
/ dx _ / dx _ / dx
24+10x+31 ) (Z+10x+25)+6 ) (2+10x+52)+6

_/ dx _/ dx
S a5 +6 ) (x+5)2+ (V6)?

VY

(Smenat =x-+35, dt =dx.)
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dx
Vx2+10x+31

Primer 5.12. Izra¢una¢emo / . Analogno kao u prethodnom slu-

¢aju, imamo

/ dx B / dx 7/ dx
Va2 +10x 431 V(2 +10x+25)+6 V(x+5)2+6

3 L/ dx x5 <x+5>2+1 c

V6 w5\ V6 V6
(%) +
- ln‘x+5+\/x2+10x—|—31 —In(v6)+C
= ln‘x+5+\/x2+10x+31 +C.
x+5 1

Smenat = ———, dt = —=dx.
( e NG )

Primer 5.13. Izratuna¢emo / Vr2—x%dx, gde je r € R, r #0. Smenom x =

rsint, dx = rcost dobijamo

2
/\/ rr —x%dx /\/ r2—r2sin2trcostdt:rz/cosztdt: %/(1+cos2t)dt

2

— (i Yina) o=
= 2 2Sln =

2

- <arcsin{+£ r2—x2> +C,
2 roor?

2
jerje sin2t = 2sintcost = 21— ({> .
r r

5.5 Parcijalna integracija

IzloZiéemo joS jednu metodu za izraCunavanje neodredenog integrala. Neka su
date funkcije u i v diferencijabilne funkcije po promenljivoj x, tada vaZzi

(u(x)v(x)" = u'(x)v(x) + u(x)v’ (x).

Integraleci ovu jednakost dobijamo formulu parcijalne integracije

/udv:uv—/vdu. 5.4)
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Primer 5.14. Primenom parcijalne integracije izraCuna¢emo integral / xe*dx.

Ako je u = x, dv = e*dx, tada je du = dx, v = e, pa je na osnovu (5.4)
/xexdx:xex—/exdx:xex—ex—l—c.

Ostavljamo citaocu da proveri da bi izborom u = ¢*, dv = xdx, dobili

2
1
/xexdx = %ex ~3 /xzexdx,

dakle jo§ komplikovaniji integral od polaznog, te ova parcijalna integracija ne bi
dovela do resenja.

Primer 5.15. Primenom parcijalne integracije izraCuna¢emo integral / xsinxdx.

Ako je u = x, dv =sinxdx, tada je du = dx, v = /sinxdx = —Cosx, pa je

/xsinxdx = —XCOSX — /(—cosx) dx = —xcosx+sinx+C.

Ako bi uzeli u = sinx i dv = xdx, tj. du = cosxdx i v =x*/2, dobili bi
2 2
/xsinxdx = % sinx — / %cosxdx,

pa, kao i u primeru 5.14, ovakav izbor funkcije u (a time i diferencijala dv) ne bi
omogucio izracunavanje datog neodredenog intgrala.

Primetimo, da kada je za neko k € N podintegralna funkcija proizvod oblika

x¥e*, xFsinx ili x* cosx, tada prilikom parcijalne integracije treba uzeti u = x*.

Primer 5.16. Primenom parcijalne integracije izraCuna¢emo integral / arcsinxdx.

Ako je u = arcsin x, dv = dx, tada je du = dx,v=x,paje

1—x2
xdx
arcsinxdx = xarcsinx — | ——— =xarcsinx++v/ 1 —x2+C.
/ V1—x2

U poslednjem integralu smo koristili smenu = 1 — x?, odakle sledi df = —2xdx.
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Treba primetiti da se u navedenim primerima odredivanje integrala svodi na
izraZavanje preko elementarnih funkcija, odnosno u kona¢nom obliku. Postavlja
se pitanje:

Da li je u slucaju postojanja neodredenog integrala (primitivne funkcije) uvek
moguce da se on izrazi preko elementarnih funkcija?

Nazalost, odgovor je negativan. Integrali kao

/sinx dx, /Losx dx, /exdx, /.e)62 dx ﬂ,
x x x Inx

se ne mogu izraziti u kona¢nom obliku.
Zato je od interesa odrediti Sto Sire klase funkcija Ciji se integrali mogu izraziti
u kona¢nom obliku. Takva jedna vaZna klasa funkcija su racionalne funkcije.

5.6 Integrali racionalnih funkcija

Naveséemo sada neke osobine racionalnih funkcija koje ¢e biti od vaznosti za
njihovu integraciju. Posmatrajmo racionalnu funkciju

_ Om(x)
P,(x)’

R(x) (5.5)

gde su Q,, i P,(x) polinomi stepena m i n, respektivno. U slucaju da je m > n
racionalnu funkciju R(x) uvek moZemo zapisati u obliku

ri(x)
R(x) = p(x) + , (5.6)

() =P+ 53
gde je p(x) polinom stepena m — n dobijen deljenjem polinoma Q,,(x) sa poli-
nomom P, (x), a r¢(x) je polinom stepena k < n (ostatak pri deljenju). 1z (5.6) sledi

jednakost ‘
/R(x)dx—/p(x)dx—&—/;i(();)) dx,

iz koje vidimo da se problem izraCunavanja integrala racionalne funkcije svodi na
1 (%)

Py(x)
Zato u (5.5) moZemo pretpostaviti da je m < n.

Osnovna ideja integracije racionalne funkcije se svodi na integraciju elemen-
tarnih racionalnih funkcija na koje se racionalna funkcija moZze rastaviti. Oblici
elementarnih funkcija koja se pojavljuju u tom rastavljanju zavise od karaktera
nula polinoma P, (x).

problem izraCunavanja integrala "prave'racionalne funkcije (er je k < n).
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Na osnovu osnovnog stava algebre da svaki polinom ima bar jednu nulu, sledi
da polinom P, (x) stepena n ima ta¢no n nula u polju kompleksnih brojeva. Te nule
mogu biti:

1) realne jednostruke;

2) realne viSestruke;

3) kompleksne jednostruke;
4) kompleksne, visestruke.

U prvom slucaju, kada su nule polinoma P, realne jednostruke, racionalna
funkcija je zbir elementarnih racionalnih funkcija

A

)
X—a

gde je a jedna od realnih nula polinoma P,, a A konstanta. Integracija se u ovom
slu¢aju svodi na

d
/x_xa —In|x—a|+C. (5.7)
—2x—35)d
Primer 5.17. IzraCunademo integral / x ; 1)5 a
x_
Na osnovu relacija
X’ —2x—35 b 175
15 TR 15
i x2—2x+15= (x—5)(x+3) sledidaje
X —2x—35 Loy LB B
—_— =X [
x2—2x—15 x—5 x+3’

gde su A i B konstante koje treba odrediti. Pomoc¢u metode neodredenih koeficije-
nata dobija se sistem jednacina

A+B=17, 3A—5B= -5, CijejereSenje A=10, B=7,

paje
X —2x 35 10 7

2 .
—2x—15 e +x—5+x+3

Prema tome je

3 —2x— 1 7 2
/(x2 X 35)dx:/( +2) dx+/ de dx_£+2x

—2x—15 —5 x+3 2

+ 10In|x—5|+7In|x+3|+C= %+2x+ln’(x_5)10_(x+3)7|+C-
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U drugom slucaju, kada su nule polinoma P, realne visestruke, racionalna funk-
cija je zbir elementarnih racionalnih funkcija

A; .
m7.}_17"'7k7

gde je a jedna od realnih viSestrukih (k-tostruka, k¥ > 1) nula polinoma P,. Inte-
gracija se u ovom slu¢aju svodi na integrale oblika (5.7) i integrale

dx (x—a)~/H!
- = C, j=2,....k

241
Primer 5.18. Odredi¢emo integral / (x( + 1))2[)(.
—1)

Data podintegralna funkcija se rastavlja na sledeéi na¢in na parcijalne razlomke:

K +1 A B D A(x—1)>+B(x—1)+D
) R Py DA o s G—1)
A —2Ax+A+Bx—B+D
(x—1)°

Kako je x>+ 1 =Ax> +x(B—2A) +A—B+D, to se izjednaavanjem koeficijenata
uz iste stepene x dobija sistem jednacina

A=1, —2A+B=0, A—B+D=1, CdijasureSenja A=1, B=2, D=2.

Tako dobijamo
1 1 2 2

G1P a1 =12  G=1)p

/(X(Z):ll))?x - /xcixl—i_/éxz—d)lc)zt/()cz—d)lc)3
p ke N

Odavde je

= Inlx—1|—

U treéem slucaju, kada su nule polinoma P, kompleksne jednostruke racionalna
funkcija se rastavlja na zbir elementarnih racionalnih funkcija oblika

Ax+B

AP 5.8
x2+px+q G5)

gde su p i g realni brojevi takvi da je

q—p*/4>0,
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jer su nule kompleksni brojevi. Naime, primetimo da ako je +i kompleksna
nula polinoma P,, tada je konjugovano kompleksni broj —i takode nula tog poli-
noma. MnozZe¢i dva faktora u razvoju polinoma P, (x) = a,(x —x;)(x —x) -+ (x —
X,) koji odgovaraju ovim kompleksnim nulama dobijamo

(x— =i )= +i)=(— P+ =4prtg

Integracija izraza (5.8) se, koriste¢i kanonicki oblik kvadratnog polinoma

2 2
X4 pxtq= (x—i-g) + (q—lzl),

smenom t — x + g svodi na

/A"Jrde:/AH(B_A”/zd A/ —di+(B— Ap/2)/ dt

X2+ px+q 12+ a? ?+a?’

gde smo stavili a> = g — p?/4. Prvi integral sa desne strane jednakosti se reSava
smenom u = t> 4+ a?, te se dobija za vrednost ovog integrala %ln(t2 +a?), dok je

. o o | t
drugi integral tabli¢ni sa vrednoséu — arctg(—).
a a

—x—21
Primer 5.19. Odredi¢emo integral / 73 al x2x+ - 4dx. 1z jednakosti
¥ —x—21 _ Ax+B D (Ax+B)(2x—1)+D(x*+4)
203 —x24+8x—4 X2 +4 2x—1 23 —x2+8x—4

(2A+D)x*+ (—A+2B)x—B+4D
203 —x24+8x—4

dobija se sistem jednacina
2A+D=1, —A+2B=—-1, —B+4D=-21, odakleje A=3, B=1, D=-5.

Prema tome, vazi

X —x—21 _ 3kl S
203 —x24+8x—4  x2+4 2x—1’
pa je
(x> —x—21)dx _/(3x+1)dx 5dx 3 [ 2xdx
2x3—x2+8x 4 x2+4 2x—1 2J) x2+4

5dx 3 ., 1 x\ 5
+/ 2+4 P l—iln(x +4)+§arctg(§)+§ln|2x—1|+C.
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U Cetvrtom slucaju, kada su nule polinoma P, kompleksne visestruke (k-tostruke,
k > 1), racionalna funkcija se rastavlja na zbir elementarnih racionalnih funkcija

oblika
ij + Bj

——, j=1,...,k 59
(x2+px+q)J7 .] Y vy ( )

gde su p i g realni brojevi takvi da je ¢ — p? /4 > 0, jer su nule kompleksni brojevi.
Integracija izraza (5.9) se na osnovu kanonic¢kog oblika kvadratnog polinoma

2 2
e epera=(v+2)'+ (o)

smenom t = x + g svodi na

A; B; A B;:—A:p/2
/( Xt D dx—/]H—(] jP/)dt

X2+ px+q)/ (1> +a?)i
t dt
= A | ————di+(B;—A;p/2) | —————
’/(z2+a2)f (B =Aip/ )/(t2+a2)1’

gde smo stavili a®> = g — p?/4.
Prvi integral sa desne strane jednakosti se re§ava smenom u = 1> +a?, te se
dobija za vrednost ovog integrala (primer 5.10)

1
2(1-)

Da bismo resili drugi integral, uvedimo oznaku

dt .

Primenimo na I; parcijalnu integraciju. Tako dobijamo

(2 +a*) 7T

I-—/ dt B t +2,/ t2dt

Il @vay T @ray ) @ra)yin
B t 2_/ (> +a*)dt
B (

Cra)i ] e

! : )
= m+2][/—2]a Ij+1.

Odavde sledi rekurentna formula za /;:

¢ Lu-l,
2ja* (2 +a?)i ~ 2ja* "

I = (5.10)
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Kako je
1 t
Iy = —arctg—+C,
a a

iz formule (5.10) lako izracunavamo /5:

I —/ i = ! +Larct £+C
2T ) 2+a)? 2822+ a2) ' 243 BaT%

Sada I, zamenjujemo u formulu (5.10) pa izra¢unavamo /3, itd.

2 2x+1
Primer 5.20. Odredi¢emo integral / LM dx.
—2)(x2 4 1)?

Na osnovu relacije

2x% +2x+ 13 A Bx+D Ex+F

G221 x—2 2+l @y

dobijamo
22+ 2+ 13=A(2+ 12+ (Bx+D)(x* + 1)+ (Ex+F)(x—2).
Iz sistema jednacina

A+B=0, —2B+D=0, 2A+B—2D+E =2,
—2B+D-2E+F =2, A—2D—2F =13,

dobijamo

Prema tome imamo

2x% +2x+13 1 x+2 3x+4

(x=2)(2+1)2 x—2 x2+1 (2+1)?2

Na osnovu (5.10) imamo

20 +2x+13 x+2 3x+4
/(x—2)(x2+1)2 B /x 2 /x2+1 /x2+1)2
13x—4
2:2 41

= ln]x—Z\—iln(x +1)+ —4arctgx+C.
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5.7 Integrali trigonometrijskih funkcija

Integral / R(sinx,cosx)dx, gde je R racionalna funkcija (od dve promenljive)

po sinx i cosx, se smenom
2dt

t:tg%, odakle je dx= =", (5.11)
svodi na integral racionalne funkcije, jer je
2t 1—¢2
sinx = m, COSX = W (512)
. N . dx . .
Primer 5.21. Izracunacemo integral / ———  kori$¢éenjem smene (5.11)
N . 1 +sinx —cosx
i jednakosti (5.12).
2dt 2dt
dx _ / 14172 _ / 1+1¢2
1+ sinx — cosx 2t 1-1 1+22+2t— 1412
1+12 1+12 1+12
dt dt  dt
= = — ——— | =Injt|—In|l4+¢|+C
/z(t+1) /<t l—i—t) nle]=tnfl 4]+
tg(x/2)
=1 C= .
n 1+z‘+ 1 +tg(x/2)

Napomena. U primeru 5.12 imali smo integral / cos? xdx koji smo resavali tako

1+ cos2x
$to smo koristili identitet cos?x = % xeR.

2k

Analogno se resavaju integrali funkcija sin® x i cos*x, k € N.

Primer 5.22. IzraCunalemo integral / sin* 2xdx. Polazeéi od jednakosti sin’x =

(1 —cos2x)/2, imamo

1 2 1y
/sin42xdx = /(2(1—cos4x)> dx:Z/(l—Zcos4x+cosz4x)dx

_ 1<x
(x_

1 1
x—gsin4x+asin8x+C.

1
sin4x+/§(1 + cos 8x) dx>

= N =

. 1 1 .
sindx + Ex—i— l6s1n8x> +C

00| W A= I
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Napomena. Integrali / sin?"xcos?" xdx m,n € N, se pomocu relacije sin®x +

cos?x = 1 svode na integrale / cos® xdx, k € N.

Sin2k+l

Integrali oblika / xdx, k € N, se reSavaju na slede¢i nacin. Prvo se

izvrsi transformacija
/sinZkadx = /sinz"xsinxa’x = /(1 — cos?x)¥ sinxdhx,
a zatim uvede smena t = cosx, df = —sinxdx i dobija se

/cos2k+1xdx = —/(1 — )k dr.

Analogno se resavaju i integrali oblika / cos?* ! xdx, k e N.

Primer 5.23. Izracunacemo integral / cos’ dx.

U ovom slucaju je
/cossxdx = /(1 —sin®x)% cosxdx.

Smenom ¢ = sinx, dt = cosxdx, dobijamo

3 IS

2
/cossxdx = /(1—tz)zdt:/(1—2t2+z4)dz:t_%+§_|_c

2sin’ x i sin® x
3 5

Analogno kao u prethodnom primeru se reSavaju i integrali

= sinx— +C.

/sinZ"“xcosmxdx, /cosz"Hxsin’”xdx, m,n € N.

Primer 5.24. Izracunaemo integral / cos” xsin® xdx. Smenom ¢ = cosx, dt =

—sinxdx, dobijamo

/coszxsin3xdx = /coszx(l —cos?x) sinxdx = —/t2(1 —1%)dt

2 4 ror
= —[(t*-dt=—=+—-+C
/( ) 3+5+
cos’x  cos’
- 2. e

3 5
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Napomena. Mogu se dokazati sledece rekurentne formule (m,n € Z):

s om+1 n—+1
. sin”" xcos"'x m4n—+2 )
/smmxcos"xdx = - + sin™ xcos" 2 xdx, n#—1,
n+1 n+1
s om+1 n—+1
. sin"" xcos"'x m4n+2 )
/smmxcos"xdx = - + sin™ "2 xcos" xdx, m# —1
m+1 m—+1
m " sin lxcos" 'x  n—1 [ . ne2
sin”xcos"xdx = -— + sin”xcos" “xdx, m+n+#0,
m—+n m-+n
com—1 n+1
. sin” " xcos"'x n—1 R
/smmxcos"xdx = - + /sm’” 2xcos"xdx, m+n#0.
m—+n m+n

Primer 5.25. Integral
I, = /cos"xdx, n>2,

1

moZe zapisati kao I, = / cos" ™ xcosxdx. Primenom parcijalne integracije:

u = cos" 'x, dv = cosxdx, odakle je du = —(n —1)cos" 2

dobija se

xsinxdx 1 v = sinx,

I, = cos" 'xsinx + (n— 1)/005"*2x sin” xdx
= cos" lxsinx + (n— 1)/cos”_2x(1 — cos®x) dx.
Na osnovu toga dobijamo rekurentnu formulu

n—1
I,=

L2, n2>2. (5.13)

Zan=0jely= /sinoxdx =x+C,azan=1jel} = /sinlxdx =cosx+C.
Primetimo da su to polazni integrali za formulu (5.13), i to resp. za parno n (n = 2k)
ineparnon (n =2k+1).

Napomena. Integrali oblika

/ sin(ax) cos(bx) dx, / sin(ax) sin(bx) dx, / cos(ax) cos(bx) dx,
reSavaju se kori§éenjem formula

1. sin -sin =—(cos( — )—cos( + )),

2. sin -cos =

D= =

(sin( + )+sin( - )),
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3. cos -cos (cos( — )4cos( + )).

l\.)\'—‘

Primer 5.26. Integral / sindxcos2xdx se moZe zapisati kao

1 1 4 2
/sin4xcos2xdx = 7/(sin4x+ sin2x) dx = — COSTX S99 L ¢
2 2 4 2
5.8 Integrali iracionalnih funkcija
Integrali oblika
R x x;; x‘iz ,x%> dx,
gde je R racionalna funkcija n + 1 promenljive, a &, i=1,2,...,n razlomci,
i
reSavaju se smenom x = ¢, gde je m najmanji zajednicki sadrZalac imenilaca ra-
P1 PZ pn
zlomaka —, —, ..., —, odnosno
ql qZ Qn

m=n.z.5{q1,92,--.,qn}

Navedeni integral se svodi na integral racionalne funkcije po ¢. Na primer, u inte-
gralu

RERL 14473 J
\[4_\[ B s
se uvodi smena
x=1, dx=15t"dr, (5.14)
1 1
jer je P _ 3 P2 _ 3 Dakle, m = n.z.s.{3,5} = 15, odakle, kori§¢enjem smene
q1 q92
(5.14), dobijamo :
/ I+Vx + gy _ 15/ tl4+t19
Vx+ \Sf +t2

Sto je integral racionalne funkcije po ¢.
Integrali oblika

ax+b % ax—+b ‘% ax+b o
/R X, 5 geeey dx,
cx+d cx+d cx+d

gde je ad — bc # 0, izraunavaju se tako $to se uvodi smena

ax+b
cx+d

:tm

, m=n.2.5{q1,92,--,qn}
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dx
Primer 5.27. IzraCcunademo integral / _—
g vVi+1+1
Smenom t = v/x+ 1, tj. 1> = x+ 1, 2t dt = dx, dobija se

X 2t dt
—_— = —— =2r—2Int+1|+C
./\/x—i—l—i—l t+1 | |

= 2vx+1-2In|vx+1+1|+C.

dx
Primer 5.28. Izracunademo integral / _—
g V2x+3+1
Smenom ¢ = /2x+ 3, tj. £ = 2x+ 3, 3t>dt = 2dx, dobija se

/ dx - 3/t2dt / _1+ 5
V2x+3+1 2J) t+1

= 3((236;) —V2x+3+In|1+v2x+3 |>

5.9 Metod Ostrogradskog

Integrali oblika

[ B,
Vax?+bx+c

gde sua # 0, b i c dati brojevi, a P, (x) polinom stepena n, se reSavaju metodom Os-
trogradskog!. Ta se metoda zasniva na sledecoj jednakosti, a dobija se primenom
parcijalne integracije:

dx = Qu_1(x)Vax*+bx+c (5.15)

dx
i e
ax’>+bx+c ax? +bx+c
gde je Q,—1(x) polinom stepena n — 1 sa neodredenim koeficijentima, a  kon-

stanta. Koeficijenti polinoma Q,_;(x) i konstanta se odreduju diferenciranjem
jednakosti (5.15).

2 2
Primer 5.29. Izracunacemo integral / wdx.

Vai4x+1

U ovom slucaju je

Xt Axt BV x4 / i
X X X —_— .
V2 xtl Vi 4x+1

M. Ostrogradski (1801-1862)
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Diferenciranjem prethodnog izraza dobija se

X4x+2 2x+1
———— =AVX’+x+ 1+ (Ax+B + :
VX2 4+x+1 ( )2\/x2—|—x+1 Vx2+x+1

MnoZenjem leve i desne strane sa 2v/x% +x+ I dobija se
2 +x4+2) =24 +x+ 1)+ (Ax+B)(2x+ 1) +2 ,
odakle se izjednacavanjem koeficijenata dobija sistem jednacina
2=4A, 2=3A+2B, 4=2A+B+2 ,

Cije jereSenjeA=1/2,B=1/41i =11/8.
Prema tome je

X +x+2 <1 +1> o= +1+11/ dx
dx= | x+- X X - —_—.
Vi tx+1 2 4 8 J Vxt+x+1

Poslednji integral se transformise na sledeci nacin:

/ dx _/ dx
Vsl Dby

Sto posle smene t = x+ 1/2, dt = dx, postaje

d 1 1\*> 3 —
Vxt4+x

Na kraju je

2 4x+2 (1 1) 11

—————dx = sx+ - | V2 +x+ 14+ —In|2x+ 1+ Va2 +x+1|+C.

Vxr+x+1 2 4 8 I |
x>+ 3x

V5 —x4— 2x

Smenom ¢ = x?, dt = 2xdx, dobija se

Primer 5.30. IzraCunacemo integral /

x4+ 3x dr — 1 r+3
V5 —x*—2x2 V5 —t2

Stavimo sada

L O/ o 2z+/
Ny NG —t2 '
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Posle diferenciranja poslednje jednakosti po ¢t dobija se
t+3 _ —2t—-2 L+ 1
S5—12-2t  2V/5-12-2 S—12-2t
odakleje t+3=—A(t+1)+ .SledidajeA=—1, =2. Dakle,
= [
V512 =2t V512 -2
Zadnji integral se reSava tako §to se imenilac napise kao v/5 — 12 — 2t = \/ 6—(r+1)?
te je
t+3 L t+1
————dt = —/5—1t2 -2t +2arcsin—— +C.
V5 —12 -2t V6
Konacno je
x +3x \/7 ¥ +1
5 x* — 232+ 2arcsin - +C.
Wi V6
3x 2x
Primer 5.31. Izracunacemo integral / —L e dx.

Smenom ¢t = e, dt = ¢*dx, dobija se

————¢'dx= | ——d.

Vi —1

Dakle,

24+t+1 dt
—————dt = (At+B)\Vt? -1+ 1
ViZ—1 ( ) ViZ—1

Posle diferenciranja zadnje jednakosti dobija se

24r+1 2t 1
——— =AV*— 1+ (At +B + :
Vi2—1 ( )2¢ﬂ—1 Vi2—1

Sredivanjem se dobijaA=1/2,B=11 =3/2,paje

3x 2x X X
ertete  fe [ o 3 . T a—
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5.10 Integral binomnog diferencijala

Integrali oblika [ x"'(a-+bx")P dx mogu se reSiti (tj. mogu se svesti na integral

racionalne funkcije) samo u sledeca tri slu¢aja:

1. ako je p ceo broj;

1
2. ako je p racionalan broj i m ceo broj, tada se uvodi smena t* = a + bx",

n
gde je s imenilac razlomka p;

m+1
3. ako je p racionalan i + + p ceo broj, tada se uvodi smena t* = ax " + b,

gde je s imenilac razlomka p.

d
Primer 5.32. Izracunademo integral / \[ al
1+/x)?
U ovom slucaju je p = =2, tj. p Je ceo broj, pa se integral reSava smenom

2 =x,2tdt =dx:

Vaxdx / 2 dt 1
v = 2 —— _ =2 1-21 1|——
/(1+\/5c)2 (7 2\ H1-2nl+l=mg ) +C

1
= 2<\/?c+1—21n|\/?c+1\— ﬁ+1> +C.

d
Primer 5.33. Izracunacemo integral / e
VARV
U ovom slu¢aju je m =1, n=2/3i p = —1/2, tj. p je razlomak, ali je broj

1 1+1
mtl_ Tt 3 ceo. Ako uvedemo smenu 12 = 14 v/x2, tj. x = /(12— 1)3, ili

n 2/3
13 = /12— 1, tada dobijamo 2¢dt = dx, dx =312 —1tdt, te je

2
3V/x
/\/% _ 3/ tdt_3/

2<\/1+\F> —2< 1+ﬁ) +3\/ 14+ Va2 +C.

dx
Primer 5.34. Izracunademo integral / ——— . U ovom slucaju je m = —6,
g ST Ju J

1 -1 .
+ p =——+ —— ceo broj.

n=2,p=—1/2,pajem+ )
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Y . . dx .
Prema tome, moZe se uvesti smena 2> = 1 — x 2, odakle jetdt = = ix =
X

1—12 teje

[l - /L_/(,z_l)z P2 e
OV2-1 Bt/ —x2 TS5

/1 — x—2)3 V11—

( = AP O L e )

Napomena. Za specijalne slucajeve integrala binomnog diferencijala moZemo ko-
ristiti neke od dole navedenih smena. Pretpostavljamo da su parametri a i b pozi-
tivni.

Za v/ a* — b%x%, smena x = gsint dovodi do av/1 —sin’t = a - cost.
Za v/ a? + b*x?, smena x = %tgt dovodi do a\/1+tg?t = .

cost

1
Za Vb5Z — a2 smena x = ——— dovodi do ay| —-—1=a-tgr.
bcost cos2t

dx
Primer 5.35. Izracunac¢emo integral / 7.
g xX2vx2+

3dt 1
Posle smene x = 3 tg7, dx = ——— te odatle v9 +x? =3——, dobijamo
cos’t cost’

/ / cos2 / costdt
x2\/x2 27tg2 1 —— I 9 sin’t
cost

Dalje se koristi smena u = sint, du = cost dt, te je

/costdt / LC— 1 LC— 1 LC
9. sin’t B 951nt 3 g T 3x/A2+9
cost
74

Primer 5.36. IzraCuna¢emo integral [

X
2 2sintdt . .1
Posle smene x = ——, dx = PR koristeéi relaciju — - 1 = tgt,
cost cos*t cos*t

dobijamo

2 2. :
x-—4 4tgtcos tsint sin’ t sin® tcost
VIR [eeng st o

X

4cos?t cost cos2t
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Dalje se uvodi smena u = sint, du = cost dt, i dobija se

sin®zcos? u? 1 1+u
/ cos?t = /mdu:—u—i—iln li_u +C
= —sint—i—lln L
2 1 —sint
x> —4

2—4 1 |1+




Glava 6

Odredeni integral

Jedan od prvih problema koje je praksa nametnula matematici bio je odredi-
vanje povrsine ravne figure. Davno je bilo poznato da je povrSina pravougaonika
jednaka proizvodu njegove duZine i Sirine; na osnovu toga, mogle su se odrediti
povrsine nekih mnogouglova, npr. trougla i trapeza. Pretpostavimo sada da treba
odrediti belu povrSinu na slici 6.1. Postavljanjem mrezZe koja se sastoji od dve
familije medusobno paralelnih horizontalnih odnosno vertikalnih linija, sa slike
6.1 vidi se da se ta povr$ina (a, o¢evidno, i povr§ina proizvoljne ravne figure) moze
dobiti kao konacan zbir povr§ina upisanih pravougaonika i konacan zbir povrSina
tzv. krivolinijskih trapeza. Jedan krivolinijski trapez je predstavljen na slici 6.2. U
stvari, jo§ su starogr¢ki matematicari znali da je zapravo dovoljno izracunati nje-
govu povrSinu. lako oni nisu dali op$ti metod za odredivanje njegove povrsine,
oni su ovaj problem resili priblizno, koriste¢i povrSine upisanih i opisanih pravou-
gaonika. Ta je metoda u sustini i dovela do definicije odredenog integrala, ¢ija je
vrednost (uz uslove koje ¢emo kasnije precizirati) upravo povrsina krivolinijskog
trapeza. Krajem XVII veka I. Njutn' i V. Lajbnic? su dokazali osnovnu formulu in-
tegralnog racuna (koja se obi¢no i zove po njima), ¢ime su problem povrsine ravne
figure sveli na izraCunavanje neodredenog integrala funkcije f.

Slika 6.1. Slika 6.2.

11, Newton (1642-1727)
2G. W. Leibniz (1646-1716)

199
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6.1 Definicija odredenog integrala

Neka je f : [a,b] — R data funkcija. Podela P intervala [a,b] C R je skup
tacaka

P ={x0,x1,..., X}, akovaii a=xp<x3<...<x,=Dbh. (6.1)

Oznacimo duZinu i-tog intervala sa x; = x; —x;_1. Neka su #; proizvoljne tacke
iz odgovarajuceg podintervala [x;_1,x;], i = 1,2,...,n, tj.

a=xo<t1 <x1<...<x1 <t <x,=b.

Ozna¢imo 7 = {1y,...,t,}. Ako u podeli P dodamo nove tacke podele dobijamo
podelu P, za koju kaZemo da je finija od P.

Definicija 6.1. Neka je funkcija f definisana na [a,b], neka je P neka podela inter-
vala [a,b] i T =A{ty,...,t,}, gde su t; tacke iz podintervala [x;—_,x;],i=1,2,...,n.
Tada se zbir

n

R(fafva): f(ti) xi:f(tl) X1—|—"'+f(tn) Xn,
i=1

naziva (Rimanova®) integralna suma funkcije f za podelu P.
Slika 6.3 ilustruje jedan sabirak éiﬁga Lid Rimanovoj integralnoj sumi.

Primetimo da za f > 0 integralna suma R(f,?P,T) predstavlja zbir povrSina
pravougaonika koji aproksimiraju povrsinu figure ispod grafika funkcije f (slika
6.2).

Parametar podele P je jednak duZini x; najveCeg podintervala [x;_1,x;], od-
nosno

(P) = max x;. (6.2)
1<j<n

Primetimo da ako budemo povecavali broj tacaka podele tako da ih "ravno-
merno'"rasporedujemo, da e tada integralna suma bolje aproksimirati povrSinu
krivolinijskog trapeza ispod grafika funkcije. U grani¢nom slucaju kada broj deob-
nih taCaka neograniCeno raste, tj. n — , tada uslov (?) — 0 povladi da i duzine
svih podintervala u podeli teZe nuli, tj. tacke podele se "ravnomerno'rasporeduju
i ne moZe se desiti da sve tacke podele budu koncentrisane samo u jednom delu
intervala [a, b].

Sada moZemo dati sledecu definiciju.

3B. Riemann (1826-1866)
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Definicija 6.2. Neka je data funkcija f : [a,b] — R. Ako za svaku podelu P in-
tervala [a,b] i svaki izbor od n tacaka ty, ta, ..., t,, sa osobinom t; € [x;_1,x;],
i=1,2,...,n, postoji uvek ista granicna vrednost

n
I = lim t) Xi,
(f)—>0,-:1f( i) Xi
tada se za funkciju [ kaZe da je Riman—integrabilna (krace: integrabilna) na in-
tervalu [a,b], a broj I se zove (Rimanov) odredeni integral funkcije f na |a,b], i
oznacavamo ga sa

/bf(x) dx. (6.3)

Brojevi a i b, a < b, su donja i gornja granica, a funkcija f je podintegralna
funkcija odredenog integrala (6.3).
Postojanje grani¢ne vrednosti I = (lign ", f(t) xi, znadidazasvako >
P)—0

0 postoji > 0, sa osobinom da za proizvoljnu podelu ? sa osobinom (P) < i

bilo koji izbor od n taaka ; € [x;_1,x;] vazi

n

I—  f(t) x

i=1

< .

Na osnovu prethodne definicije lako dobijamo sledece osobine odredenog in-
tegrala.
Ako je f (Riman) integrabilna funkcija na intervalu [a, b] i

a

1. akojea # b, tada je /abf(x)dx——/b F(x)dx;

2. ako je a = b, tada vazi / f(x)dx =0.

Postoje i funkcije koje nisu integrabilne. Tako, na primer, ako je funkcija f
definisana na [a, b] i vazi lim f (x) =+ , tada u prvom podintervalu [xo,x;] bilo
X—da

koje podele P, za svako M > 0 postoji 71, takvo da vaZi
f(tl) xp > Ma
n
pa ne postoji  lim f(t;) x;. To znadi da funkcija f nije integrabilna. U stvari,

—VYi=1

vazi sledeca teorema.

Teorema 6.1. Riman integrabilna funkcija je uvek ogranicena.
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Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. da postoji neograni¢ena funkcija f : [a,b] — R
za koju postoji I = fab f(x)dx. Tada po definiciji odredenog integrala postoji > 0
takvo da je

|R(f,P,T)—1|<1lzasve Pi7 takvedaje (P)< . (6.4)

Posto je f neograniCeno na [a,b] postoji podinterval [x;_;,x;] na kojem je f neo-
grani¢eno. Zbog toga postoji tacka t/ € [x;_1,x;] tako da je

£ (#) = f(5)] xi>2.

Uzimajuéi novi izbor tataka 7’ tako da zadrzimo sve tacke iz ‘7 sem ; umesto koje
uzmemo 7/, dobijamo

|R(f,?,{r) _R(f’fpvtrl)‘ >2.
Odavde sledi po (6.4)

2 < ‘R(fv?uT/)_R(f’?7T)| = ‘R(fv?aT/)_R(f’fvT)j:I’
< \R(fng,‘T’)—1|+]R(f,fP,T)—1| < ‘R(fvg)aT/)_1|+1

Odavde dobijamo
1< |R(f7£P’T,) _I|a

Sto je u kontradikciji sa (6.4). U

To znadi da ¢emo nadalje posmatrati samo ogranicene funkcije f na intervalu
[a,b]. Zato jem = inf f(r) < f(x) < sup f(t) =M zasvako x € [a,D].
t€lab t€la,b]
Dacemo sada drugu karakterizaciju odredenog integrala. U tu svrhu uvodimo
oznake
m= inf f(), Mi= sup f(r).
te [xi—l vxi} te [x,-,l ,x,-]
Primetimo da uvedeni brojevi m; i M; postoje zbog ogranicenosti funkcije, koja
garantuje postojanje supremuma i infimuma. Uvodimo sada donju i gornju (Dar-
buovu*) sumu na sledeéi naéin, slike 6.4 1 6.5,
n n
D(f,?) = m; X i G(f,fp) = Ml' Xiy
i=1 i=1

respektivno.

4G. Darboux (1842-1917)
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Slika 6.4. Donja Darbuova suma. Slika 6.5. Gornja Darbuova suma.
Slika 6.6. m(b—a) <R<M(b—a) Slika6.7. D<R<G

Teorema 6.2. Neka je f: [a,b] — R. Tada vaZi

a) (Nejednakost integralnih suma.) Za svaku podelu ‘P i svaki izbor T uvek vaZi
m(b—a) <D(f,P) <R(f,?,T) < G(f,P) <M(b—a) (6.5)

b) (Princip finije podele.) Profinjenjem P, podele P (dodavanjem novih tacaka
podele na P) donja Darbuova suma raste a gornja Darbuova suma opada, tj.

D(f,?) <D(f,P) <G(f,P1) <G(f,P). (6.6)
¢) Uzimajuci za dve podele Py i ‘P> zajednicku podelu P = P, U ‘P, imamo

D(f,®) < D(f,?) < G(f,P) < G(f, ). (6.7)

Slika 6.8. Profinjenje povecava sabirak u D (prve dve sl.),
a smanjuje sabirak u G (zadnje dve sl.).

Dokaz.
a) Kakojem <m; < f(l‘l') <M;<Mtojem x; <m; x; < f(l‘[) X, <M; x; <M x;
zai=1,...,n. Sumirajuéi odgovarajuée strane prethodnih »n nejednakosti dobijamo

traZene nejednakosti (6.5). Videti sl. 6.6 1 sl. 6.7.

b) Dovoljno je uociti profinjenje P; za samo jednu tacku z u odnosu na podelu P.
Pretpostavimo da z € [x;_1,x;]. Tada se u novoj podeli u donjoj Darbuovoj sumi
umesto sabirka m; x; pojavljuju dva sabirka (videti prve dve slike na sl. 6.8) Cija
suma je veca od prvobitnog sabirka m; x;, a u gornjoj Darbuovoj sumi umesto
sabirka M; x; pojavljuju dva sabirka (videti dve zadnje slike na sl. 6.8) Cija suma
je manja od prvobitnog sabirka M; x;. Odavde sledi traZzena nejednakost (6.6).

¢) Sledi na osnovu b) posto je podela P = P, UP; finijaiod P iod P». O

Definicija 6.3. Donji (Rimanov) integral I i gornji (Rimanov) integral I funkcije f
na [a,b] su dati sa

P

gde supremum i infimum ide preko svih podela P.
Funkcija f je (Darbu) integrabilna ako je

[ =1 = I (Darbuov odredeni integral).
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Primetimo da [ i I uvek postoje za proizvoljnu ograni¢enu funkciju f : [a,b] — R
na osnovu ograni¢enosti skupova {D(f,P) | P} i {G(f,P) | P} po (6.5). Njihov
odnos je odreden slede¢om teoremom.

Teorema 6.3. Za ogranicenu funkciju f — R uvek vazi

I(f) < I(f).

Dokaz. Pokazimo da je svaki element skupa {D(f,?P) | P} manji od bilo kog ele-
menta skupa {G(f,?P) | P}. Odaberimo jedan element D(f, P, ) iz skupa {D(f,P) |
P} ijedan element G(f,P) iz skupa {G(f,P) | P}. Uzmimo podelu P = P, U P,.
Tada na osnovu teoreme 6.2 ¢) vazi

D(f,?) <D(f,?) < G(f,P) <G(f, B),

Sto smo i trebali dokazati. PoSto je svaki element skupa {D(f,?P) | P} manji od
bilo kog elementa skupa {G(f,P) | P} to je
I =supD(f,P) <infG(f,P)=1.
P P U
Primetimo da je donja Darbuova suma uvek manja ili jednaka od odgovara-
juceg integrala, a koji je manji ili jednak od bilo koje odgovarajuce gornje Dar-
buove sume, tj. D(f,P)) <1< G(f,P).
Darbu integrabilnost se moZe potpuno okarakterisati na sledeéi nacin.

Teorema 6.4. (Kriterijum integrabilnosti.) Ogranicena funkcija f : [a,b] — R je
Darbu integrabilna onda i samo onda ako za svako > 0 postoji podela P tako da
je

Dokaz. Uslov je potreban. Naime, neka je f (Darbu) integrabilna funkcija, tj.
I(f) =1(f). Za dato > 0 na osnovu definicije / (supremum) postoji podela P
takva da je

D(f, ) >1-3. (6.8)

Na osnovu definicije 7 (infimum) postoji podela P, takva da je
G(f,fP2)<7—|—§. (6.9)

Tvrdimo da je traZena podela P data sa P = P, U P,. PokaZimo to. Na osnovu
teoreme 6.2 ¢) vazi

D(f,7) <D(f,?) <G(f,P) <G(f, ).
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Odavde sledi prvi red sledecih nejednakosti, dok drugi red sledi po (6.8) i (6.9),

G(f,?)-D(f,?) < G(f,B)—-D(f,P)

< I+-—-(1I—-=2)= .

< I+5-(-5)
Uslov je dovoljan. Pretpostavimo da za proizvoljno > 0 uvek postoji podela
P za koju je G(f,P) —D(f,P) < . Posto je uvek I < G(f,P) (I je infimum) i
I > D(f,?P) (I je supremum) to vazi

gde nenegativnost leve strane sledi na osnovu teoreme 6.3. PosSto je > 0 bilo
proizvoljno iz zadnje nejednakosti sledi I = I. U

Dokazani kriterijum integrabilnosti nam omogucéava da pokaZemo ekvivalent-
nost pristupa odredenom integralu preko Rimanovih integralnih suma (kada imamo
izbor za 7)) i pristupa preko Darbuovih suma (oslobodenog od 7).

Teorema 6.5. Riman integrabilnost (u smislu definicije 6.2) funkcije f je ekviva-
lentna sa njenom Darbu integrabilnosti (u smislu definicije 6.3) te su Rimanov i
Darbuov integral funkcije f jednaki.

Dokaz. Neka je f ograni¢ena (|f(x)| <M (x € [a,b]) i Darbu integrabilna funkcija.
Tada je I(f) = I(f) = I. PokazaCemo da je funkcija f i Riman integrabilna.

Za proizvoljno > 0 na osnovu teoreme 6.4 postoji podela P, intervala [a,b]
na n; podintervala tako da je

G(f,P)—-D(f, 7)< 3 (6.10)

Odaberimo = g.—;. Uzmimo bilo koju podelu P, intervala [a,b] na n, podin-
tervala, za koju je (%) < . Tada je za podelu P = P, U P, intervala [a,b] na n
podintervala na osnovu teoreme 6.2 b) (6.6)

Odavde i na osnovu (6.10) dobijamo

Primetimo da se sume G(f,?) i G(f,?P) (profinjenje podele P,) razlikuju
samo u sabircima u kojima su dodate tacka iz podele ;. Primetimo da je svaki
sabirak M; x; u integralnoj sumi za podelu P, i isto tako svaki sabirak M; x; u
integralnoj sumi za podelu 2 uvek manji od M .
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Kako u G(f,P,) i G(f,P) razliCitih sabiraka (zbog dodatih tacaka iz podele
Py, koje ulaze u podintervale iz podele P») moze biti najvise n; —2 (u podeli ) to
je G(f,P) —G(f,P) <2(n; —2)M (nova tacka u podintervalu prvobitne podele
P, daje dva podintervala te otuda 2 nova sabirka i zato je faktor 2 u zadnjoj nejed-
nakosti). Kako smo > 0 birali takodaje = Sidl dobijamo

G(f,B) - G(f,P) < /4
Sasvim analogno dobijamo i

D(f, ) —D(f,P) < /4.
Na osnovu zadnje dve dobijene nejednakosti i (6.11) sledi

G(f.®)—D(f. ) = G(f.’)—D(f,B)£G(f,P)£D(f,P)
+(D(f,P) - D(f, Pr))

Odavde dobijamo uz ¢injenicu da za Rimanovu integralnu sumu uvek vazi D(f, ?,) <
R(f7-(P27T) < G(f7T2) i daje D(f7fp2) < 1 < G(f7T2)

’R(f7T27T)_I| < |G<f7T2))_D(f7fP2))| < .

To zna¢i da za proizvoljno > 0 postoji > 0 tako da je |R(f, P, T)—1I| < za
svaku podelu P, za kojuje (P) < ,tj. f je Riman integrabilna po definiciji 6.2
sa Rimanovim integralom jednakim Darbuovom integralu /.

Pretpostavimo sada da je funkcija f Riman integrabilna sa Rimanovim inte-
gralom / i dokazimo da je ona i Darbu integrabilna po definiciji 6.3 sa istim Dar-
buovim integralom /. Na osnovu teoreme 6.1 f je ograni¢ena funkcija. Na osnovu
definicije 6.2 za svako > 0 uvek postoji > 0 tako da za sve podele Psa (P) <
i svaki izbor T vazi

|R(f,P,T)—1I|< T

Za jednu takvu fiksnu podelu 2 odredimo dva izbora tacaka 7 i 7’ daje R(f,P,T)—
D(f,?P)| < z (na osnovu osobine infimuma, f(t;) biramo blisko m;) i G(f,P) —
R(f,®,T")| < ; (na osnovu osobine supremuma, f(#;) biramo blisko M;). Odavde
sledi

G(f,?)-D(f,?) = G(f,P)—D(f,P)LI+tR(f,P,T)ER(f,P,T")

= (G(f7fp)_R(f7£P7T/))+(R(f7£P7T/)_I)
+(I—R(f,P,T))+ (R(f,P,T)—D(f,P)) < .
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Posto se brojevi 1,1 i I svi nalaze izmedu D(f,P) i G(f,P), a razmak izmedu
D(f,P) i G(f,P) je manji od , to je i razmak izmedu svaka dva broja iz skupa
{I,1,I} manjiod > 0. Kakoje > bilo proizvoljno to sledi

I=1=I,
$to dokazuje Darbu integrabilnost funkcije f po definiciji 6.3 sa odgovarajué¢im
Darbuovim integralom /. g

Zato ¢emo na osnovu prethodne teoreme nadalje govoriti samo o integrabil-
nosti funkcije i odredenom integralu, izostavljajué¢i Rimanov, odnosno Darbuov
(nekada se koristi i naziv Rimanova integrabilnost) a za oznaku odredenog inte-
grala ¢emo Kkoristiti

I:/abf(x)dx.

6.2 Osobine odredenog integrala

Navesc¢emo prvo dva primera integrabilnih funkcija i izra¢unaéemo njihove
odredene integrale.

Primer 6.1 Pokazacemo da ako je funkcija f konstanta, tj. f(x) =k, x € [a,b], da
je tada

b
/a F(x)dx = k(b—a).

Za proizvoljnu podelu 2 i proizvoljan izbor 7 imamo da iz

n n n
R(f,?,T)= f(t:) xi= k xi=k  xi=k(b—a),
i=1 i=1 i=1
sledi

n n

lim f(t) xi= lim k x;i=k(b—a).
(?)—’05:1 ( ) ((P)_'Oizl ( )

2

Primer 6.2 Pokazacemo da ako je funkcija f(x) = x* zax € [0,q], da je tada

a a3
I:/O fx)dx = 3

Kako je funkcija f(x) = x> neprekidna na intervalu [0,a] ona je integrabilna te
postoji integral [ f(x)dx. Da bismo izrafunali ovaj integral, izvr§imo podelu P



208 Glava 6. Odredeni integral

intervala [0,a] na n jednakih podintervala. Tada je x; = a/n. Potrazimo donju
Darbuovu sumu, koristeéi da je m; = f(x;_1) = (i — 1)*(a/n)?. Dobijamo

D(P) = (1) x

gde smo koristili da je

12+22+...+n2: (6.12)

Odavde sledi da je

3
d = sup{D(f,P) | P na jednake podintervale } = %.

PotraZimo analogno gornju Darbuovu sumu, koristeéi da je M; = f(x;) = i%(a/n)>.
Dobijamo

G(f,?) = (%) x

gde smo koristili (6.12). Odavde sledi da je

g =inf{G(f,P) | P na jednake podintervale } = %.
Kako je
@ /3 =d < sup{D(f,®P) | po svim podelama P} = I

a’ /3 =g > inf{G(f,?P) | po svim podelama P} =1,
tojea’/3<I<a®/3,tesledi I =a®/3.
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Videli smo u zadnjem primeru da iako podintegralna funkcija nije bila sloZena,
izraCunavanje njenog odredenog integrala nije bilo tako jednostavno. Vide¢emo
kasnije da se izracunavanje odredenog integrala moZe znatno uprostiti, koriséenjem
neodredenog integrala.

Nadalje ¢emo dokazati neke osnovne osobine odredenog integrala.

Teorema 6.6. Ako je f integrabilna funkcija na [a,b), i k neki realan broj, tada je
i funkcija kf integrabilna na [a,b] i vaZi

/abkf(x)dx:k/L;bf(x)dx.

b
Dokaz. Ako je k = 0, tada je prema Teoremi 6.1 / kf(x)dx = 0. Neka je k # 0.
a

b
Postoji / f(x)dx =1, jer je funkcija f integrabilna. Ako je P proizvoljna podela
a
zatvorenog intervala [a,b], tada za svako | = z > 0 postoji > 0, takvo da za

(P) < ibilo koji izbor tacaka t; € [x;—1,x;], i = 1,2,...,n vazi

n

flt) xi—1

i=1

< 1:%7

zat; € [xi_1,x;]. Prematomeje | 7 kf(t;) xi—kl| <k = . O

Teorema 6.7. Ako su funkcije f i g integrabilne na |a,b)|, tada vazi

/ab(f(x)-i—g(x))dx:/abf(x)—i-/abg(x)dx (6.13)

Dokaz. Nekaje > 0 dato. Posto su funkcije f i g integrabilne na [a, b], to postoje
realni brojevi [; i I, takvi da vazi

/abf(x)dx:h, /abg(x)dlez

u smislu definicije 6.2. To zna¢i da za ' = — postoje brojevi | > 01 , > 0 sa os-

obinom da je za proizvoljnu podelu 2 intervala [a,b] zakojuje (P)<min{ i, 2}
vazi
n

gt)) xi—h|< /=§7

i=1




210 Glava 6. Odredeni integral

za bilo koji izbor tacakat; € [x;—1,x;],i=1,2,...,n. Integralna sumaR(f+g,P,7)
za funkciju f + g se moze pisati kao
n n n
R(f+8P,T)= (f(t)+g() xi= f(t) xi+ g(t) x,

i=1 i=1 i=1

gde su #; proizvoljne tacke iz [x;_1,x;] odredenog podelom P.
Prema tome je za (?) <min{ |, 2}

IR(f+8.2,T)—(h+1L)| = |<” f(t) xi—11> + ( ' g(t) Xi—12>
i=1 i

S 2t
Geometrijski je oCigledno da za nenegativnu i neprekidnu funkciju f na [a,b],
tj. takvu da je f(x) > 0, x € [a,b], vazi

/abf(x)dx:/acf(x)dx+/be(x)dx’ a<c<b.

To znaci da je povrSina krivolinijskog trapeza koji je odreden funkcijom f nad
intervalom [a, b] jednaka zbiru povrSina krivolinijskih trapeza funkcije f nad [a,c],
i [c,b]. Uopste vazi

Slika 6.9. Aditivnost odredenog integrala.

Teorema 6.8. Ako je funkcija f integrabilna na |a,c] i [c,D] gde je a < ¢ < b, tada
je funkcija f integrabilna na |a,b] i vaZi

/abf(x)dx:/acf(x)dx+/cbf(x)dx.

Dokaz. Pokazacemo prvo egzistenciju integrala |, ab f(x)dx. Neka je dato proizvoljno
> 0. Posto je funkcija f integrabilna na intervalu [a,c| to na osnovu teoreme 6.4
postoji podela P, = {a = xo,x1,...,x, = c} intervala [a, ] tako da je

5 > G, ) =D(f,71) = r (Mi —m;) x;.

i=1
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Posto je funkcija f integrabilna na intervalu [c, b] to na osnovu teoreme 6.4 postoji
podela P, = {¢ = x;,X,41,...,X, = b} tako da je

§>G(f,T2)—D(fafP2)= ' (M; —m;) x;.
i=r+1

Uzimamo podelu ? = P, U P intervala [a,b]. Na osnovu prethodne dve nejed-
nakosti dobijamo

r n

G(f,?)-D(f,P)= (Mi—m;) xi+ (Mj—m;) xi<=+==, (6.14)
i=1 i=r+1 22

§to znaci na osnovu teoreme 6.4 da je funkcija f integrabilna na intervalu [a, ).

Dokazademo sada samu jednakost. Kako je donja Darbuova suma uvek manja
ili jednaka od odgovarajuéeg integrala a koji je manji ili jednak od bilo koje odgo-
varajuce gornje Darbuove sume to dobijamo sledece tri nejednakosti. Za podelu
‘P, vazi

r c r
m; x; < / fx)ydx<  M; x;. (6.15)
i=1 a i=1
Za podelu P, vazi
n b n
m; Xx; g/ flx)dx < M; x;. (6.16)
i=r+l ¢ i=r+1
Za podelu P vazi
n b n
m; x; < / fx)dx<  M; x;. (6.17)
a .

i=1 i=1

Sada na osnovu (6.14) i desne strane nejednakosti (6.17) dobijamo

/bf(x)dx < M; x;

IN
ot
S
=

IN
+
=
=
&
+
=
=
=
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gde smo koristili leve strane nejednakosti (6.15) 1 (6.16). Sa druge strane, na os-
novu (6.14) i leve strane nejednakosti (6.17) dobijamo

/bf(x)dx > m; Xx;

AV
S
=

= Mi x,-—{— M,' Xi—
i=r+1

i=1
> [Crears [ rgar

gde smo koristili desne strane nejednakosti (6.15) i (6.16). Posto je > 0 bilo
proizvoljno na osnovu zadnje dve nejednakosti sledi trazena jednakost. O

Teorema 6.9. Neka je funkcija f integrabilna na [a, D).

(i) Ako je funkcija f integrabilna i nenegativna na [a,b), tada je

b
/ f(x)dx>0.
(ii) Ako su funkcije f i g integrabilne na |a,b], i f(x) < g(x), x € [a,b], tada je
b b
/ f(x)dx < / g(x)dx.
(iii) Tada je funkcija |f| je takode integrabilna na [a,b] i vaZi

/abf(x)dx

< [(1rwlax

Dokaz. (i) Sledi na osnovu nenegativnosti gornjih i donjih Darbuovih suma, koja
se ocuvava prelaskom na infimum i supremum.

(i1) Sledi na osnovu (i) i teorema 6.7 1 6.6.

(iii) Nejednakost sledi na osnovu (ii) i nejednakosti —|f(x)| < f(x) < |[f(x)].
Da iz integrabilnosti funkcije f sledi integrabilnost funkcije |f| dobijamo na os-
novu teoreme 6.4 koriste¢i nejednakost ||u| — |v|| < |u—v|. O

Rezimirajmo osnovne osobine odredenog integrala:

b a
(i) Akojea # b, tadaje/a fx)dx= —/b f(x)dx.
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(i) Akojea = b, tada vazi / Fx)dx = 0.

(iii) Ako je funkcija f integrabilna na intervalima [a,c] i [c,b] gde je a < ¢ < b,
tada je funkcija f integrabilna na [a,b] i vazi

/abf(x)dx:/:f(x)dx—k/cbf(x)dx.

(iv) Ako je f integrabilna funkcija na [a,b], i k neki realan broj, tada je i funkcija
kf integrabilna na [a,b] i vazi

b b
/ kf(x)dx = k/ f(x)dx.
a a
(v) Ako su funkcije f i g integrabilne na [a, b], tada je funkcija f + g integrabilna
i vazi
b b b
[ U e ar= [ fo+ [ stxax
a a a
(vi) Ako je funkcija f integrabilna i nenegativna na [a, b|, tada je
b
/ f(x)dx>0.
a

(vii) Ako su funkcije f i g integrabilne na [a,b], 1 f(x) < g(x), x € [a, D], tada je

/abf(x)dx§ /abg(x)dx.

(viii) Ako je f integrabilna funkcija na [a,b], tada je funkcija |f| takode integra-
bilna na [a,b] i vazi

/abf(x)dx

< [(1rwlax

6.3 Klase integrabilnih funkcija

Postavlja se pitanje: koje funkcije su (Riman) integrabilne? Videli smo dva
primera integrabilnih funkcija: funkcija konstanta i f(x) = x2. Da li funkcija koja
ima izvod ima i integral, tj. da li su diferencijabilne funkcije ujedno i integrabilne?
Pozitivan odgovor daje sledeca teorema i to za jo$ Siru klasu funkcija.
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Teorema 6.10. Ako je funkcija f : [a,b] — R neprekidna, onda je i integrabilna.

Dokaz. Svaka neprekidna funkcija na zatvorenom intervalu [a,b] je ograni¢ena.
Dalje svaka neprekidna funkcija na zatvorenom intervalu [a, b] je i uniformno nep-
rekidna. Zato za proizvoljno > 0 postoji > 0 tako da vazi

(|x’—x < ) = (|f(x’) )] < ﬂ)‘ 6.18)

Biramo podelu 2 intervala [a,b] na n jednakih podintervala tako da je duZina pod-
intervala b%“ < . Kako neprekidna funkcija na zatvorenom intervalu dostize svoj
maksimum i svoj minimum to je

Mi= max f(t)=f") i mj= min f(t)=f(e"),

1€ [xi_1,Xi] rE€Xi—1,xi]

M ym o

gde 11" € [x;1,x]. Slika 6.10.

Primetimo da je (videti sl. 6.10.)
M =" < i —xia| =] x| <

Zato je na osnovu (6.18)

£ = £ < 5 —

—da
Odavde sledi
n n
G(f,?)-D(f,P) = M;— m; x;
i=1 i=1
n
= (M —m;) x;

<

—(b-a)=

tj. za proizvoljno > 0 postoji podela P tako da je G(f,P) — D(f,P) < , §to po
teoremi 6.4 daje integrabilnost neprekidne funkcije. U

Druga Siroka klasa integrabilnih funkcija su monotone funkcije. Naime vaZi

Teorema 6.11. Ako je funkcija f : [a,b] — R monotona, onda je i integrabilna.
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Dokaz. Pretpostavimo da je funkcija f rastuca. Za ostale slu¢ajeve monotonosti
dokaz je analogan. Neka je dato proizvoljno ali fiksno > 0. Biramo podelu P
intervala [a, b] na n jednakih podintervala tako da je

Posto je f rastuéa to imamo da je

Mi= sup f(1)=f(x;) i mi= inf f(t)=f(xi-1).

t€[xi—1,xi) rexi1,x)

Sledi

tj. za proizvoljno > 0 postoji podela P tako da je G(f,P) — D(f,P) < , $to po
teoremi 6.4 daje integrabilnost rastuce funkcije. (]

Napomena. Prethodna teorema vaZi i kada je f po delovima monotona, tj. pos-
toji podela intervala [a,b] na konac¢an broj podintervala tako da na svakom od tih
podintervala funkcija ima isti tip monotonosti. Ovo sledi na osnovu teoreme 6.8.

Da bi dobili potpunu karakterizaciju klase integrabilnih funkcija uvodimo sledeci
vazan pojam.

Definicija 6.4. Skup N C R je skup mere nula ako za svako > 0 postoji prebrojiv
pokrivac skupa N sa otvorenim intervalima (a;, b;), tj. N C U,_,(a;, b;), tako da je

Ocigledno je da je jednotaclan skup mere nula, jer tacku uvek moZemo smestiti
u interval duZine manje od . Primere skupova mere nula dobijamo na osnovu
sledece teoreme.
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Teorema 6.12. Sledeci skupovi su mere nula:
a) Svaki podskup skupa mere nula.
b) Prebrojiva unija skupova mere nula.
c) Svaki prebrojiv skup.

Dokaz. a) Ako je N skup mere nula tada se i svaki njegov podskup moZe pokriti
sa njegovim prebrojivim -pokrivacem iz definicije 6.4.

b) Neka je Ni,N,, ... niz skupova mere nula. Neka je dato > 0. Tada se skup N
moZe pokriti sa prebrojivo mnogo otvorenih intervala (a},b!) tako daje ,_,(b} —
al) < /2. Uopste, za svako k € N skup Ny se moZe pokriti sa prebrojivo mnogo
otvorenih intervala (a¥,b%) (i € N) tako da je ,_,(b¥ —a¥) < /2. Familija svih
intervala (a¥,b") po k i i pokriva skup N, tj.

Ve U@,

k=1i=1

Primetimo da je ova familija prebrojiva kao prebrojiva unija prebrojivih skupova i

vazi
(bf - af) S /2k =
k=1 \i=1 k=1

gde smo koristili sumu geometrijske progresije za 1/2 < 1,

11 1
= (1= =4 —t = —— =
ey 28 2<+2+22+ Tt > 2

Otuda sledi da je N skup mere nula.

¢) Sledi na osnovu b) jer se prebrojiv skup moZe predstaviti kao prebrojiva unija
jednoclanih skupova. U

Na osnovu prethodne teoreme pod c) odmah dobijamo da su skupovi N, Z i Q
mere nula. Interval [a,b] nije skup mere nula, pa zato ni sam skup R nije mere
nula.

Ako neka osobina vazi za sve tacke sem za tacke ¢ija je mera nula, onda kazemo
da osobina vazi skoro svuda.

Potpuna karakterizacija klase svih funkcija koje su (Riman) integrabilne je data
sledeCom vaznom teoremom, koju ovde ne¢emo dokazivati.

Teorema 6.13. (Lebeg’) Funkcija f : [a,b] — R je (Riman) integrabilna ako i
samo ako je ogranic¢ena i jednaka skoro svuda nekoj neprekidnoj funkciji, tj. skup
njenih tacaka prekida je mere nula.

SH. Lebesgue (1875-1941)
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6.4 Teoreme srednje vrednosti za odredeni integral

Teorema 6.14. (Teorema srednje vrednosti za integral) Ako je funkcija f nepre-
kidna na [a,b], tada postoji tacka ¢ € (a,b) takva da vazi

[ reax= re)-(o-a).

Dokaz. Ako je funkcija f konstantna funkcija, dokaz je trivijalan i sledi iz teoreme
6.1. Ako, medutim, vrednost funkcije f nije konstantna na [a,b] tada funkcija f
zbog neprekidnosti dostize na [a,b] minimum m i maksimum M, tj., postoje tacke
uivtakve da vazi f(u) =mi f(v) = M, §to znaci da je tada m < f(x) < M. Na
osnovu teoreme 6.9 pod (ii) vazi

b b b
/mdxg/ f(x)dxg/ Mdx,

b
m(b_a)g/abf(x)dng(b—a), odnosno f(u)SWSf(V)~

odakle je

Kako je funkcija f neprekidna na [a,b], ona dostiZe sve vrednosti na tom intervalu
izmedu f(u) i f(v). To znali da postoji ¢ € [u,v] takvo da je

1@ =5 [ rwax 0

Napomena. Broj ¢ i u ovom slucaju nije jednozna¢no odreden, kao $to nije bio ni
kod Rolove ili LagranZove teoreme.gjii, .11

Ako je f(x) > 0 na [a,b], tada teorema 6.14 ima jednostavnu geometrijsku
interpretaciju. Naime, u tom slucaju povrSina pravougaonika ¢ija je jedna stranica
jednaka b — a (duZina intervala [a,b]), a druga stranica jednaka f(c) jednaka je
povrsini krivolinijskog trapeza funkcije f nad [a,b], a koja je odredena integralom
funkcije f na [a,b].

Teorema 6.14 je, u stvari, specijalan slucaj sledece teoreme, koju ovde ne¢emo
dokazati a ¢iji dokaz je analogan dokazu prethodne teoreme.

Teorema 6.15. (UopStena teorema srednje vrednosti za integral.) Neka je funkcija
f neprekidna na [a,b], neka je funkcija g integrabilna i stalnog znaka na [a,b].
Tada postoji tacka ¢ € [a,b], sa osobinom

[ et ax=rie)- [ gtxyax
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6.5 Osnovna teorema integralnog racuna

U ovom poglavlju éemo uspostaviti vezu odredenog integrala sa neodredenim
integralom i time svesti izraCunavanja odredenog integrala na izracunavanje neo-
dredenog integrala. Vazna posledica teorema srednje vrednosti za integral jeste
sledeca teorema.

Teorema 6.16. Ako je funkcija f neprekidna na [a,b), tada je funkcija G : [a,b] —
R definisana sa

X
G(x) = / F(t)dr, x€la,bl, (6.19)
a
primitivna funkcija za funkciju f, tj. za svako x € (a,b) vaZi G'(x) = f(x).
Dokaz. Neka su xix+ xiz (a,b). Po definiciji prvog izvoda je

G(x+ x)—G(x)

/ _ .
A
X+ X X
/ f(t)dt—/ fo)dt
— 1 a a
20 X
X+ X
/ f(t)dt
= lim*~&%*——.
x—0 X

Na osnovu teoreme srednje vrednosti za integrale 6.14, postoji tacka c iz intervala
[x,x+ x] takva da vazi

"(x) = lim —2~2 =
G(x) = lim — = = f(x),
gde smo koristili neprekidnost funkcije f u tacki x. (]

Na osnovu prethodne teoreme sada moZemo dati vezu izmedu odredenog i neo-
dredenog integrala (osnovnu teoremu integralnog racuna).

Teorema 6.17. (Njutn—Lajbnicova formula.) Neka je f neprekidna funkcija na
la,b], a F jedna njena primitivna funkcija na [a,b), 1.

F'(x) = f(x), x€ (a,b).
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Tada vaZi:

/a' " ) dx = F(b) — F(a). (6.20)

Dokaz. Neka je F proizvoljna primitivna funkcija funkcije f i neka je G funkcija
data relacijom (6.19), tj.,

Glx) = /:f(t)dt, x € [a,b].

Pokazano je da se dve primitivne funkcije za istu funkciju mogu najvise razlikovati
za konstantu, $to znaci

G(x)—F(x)=C, odakle sledi / F(t)dt = F(x) +C,
za svako x € [a,b]. Na osnovu relacije (6.19) je
Gla) = / Flt)di =0 = F(a)+C, odakle sledi F(a) = —C.
Na osnovu prethodnog imamo
b
G(b) = / F(t)di = F(b)+C = F(b) — F(a).

Uobicajeno je da se pri izracunavanju odredenog integrala pise

b
a

b
Af@sz@

=F(b)—F(a). 6.21)

Primer 6.3. Primenom osnovne teoreme integralnog racuna odredi¢emo sledeée
odredene integrale:

4 3 3
8> +3x% +1)dx; b/ 2% 1) dx.
a)/_l(x+x+)x )\/g(e +x2+9+ x

4

4 3 x4 x3
a) /(8x~+3x2+1)dx = (8= +3% +x
1 4 3 1

= 244 B 14— (2 (1) (-1 (-1))
— 580
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3

'3 3 2
b) / 20+ ——— 41 ) dx= —e3x+arctg({)+x
V3 x2+9 3 3 3
_ 2,3 _2p5va_ _
=3¢ +arctg(3/3)+3 3¢ arctg(v/3/3) — /3

=§<e9fe3‘/§>+ﬁ+3fﬁ.

Primer 6.4. Odredi¢emo broj ¢ € [a,b] koji zadovoljava uslove teoreme 6.14, tj.

3 2
. . . X
teoreme prve srednje vrednosti integrala, za slede¢i integral: / (4 — 4) dx.
0

Les)ee (e

Na osnovu teoreme 6.14 postoji tacka c takva da vaZzi

3 X2 c? 39 16— ¢?
4a- VY ax=(4-S)-0), ili 2= 3,
[ () ae= (a5 ) o 3=

Odavde je ¢*> = 3, pa je traZena vrednost ¢ = v/3 € [0,3].

Po teoremi 6.17 je

P39

o 4

6.6 Smena promenljivih kod odredenog integrala

Kod izracunavanja odredenog integrala koristi se neodredeni integral, tako da
se 1 smena kao i1 parcijalna integracija mogu primeniti na neodredeni integral, pa se
na osnovu Njutn-Lajbnicove formule samo zamenjuju granice. Medutim moZemo
vrsiti smenu 1 direktno u odredenom integralu na sledeci nacin.

Ako je funkcija  bijekcija intervala [c,d] na interval [a,b] i ima neprekidan
prvi izvod na (c,d), tada posle smene x = (¢), §to daje dx = (¢)dt, vazi

[ rear= [ o) ‘war,

gdejea= (c),b= (d).Naime, ako je F jedna primitivna funkcija za f tada po
Njutn-Lajbnicovoj formuli vazi [ f(x)dx = F (b) — F (a). Tada je izvod za sloZenu
funkciju F( (7)) zat € [c,d] dat sa
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tj. F( (¢)) je primitivna funkcija za f( (r)) '(¢), paje

Primer 6.5. Izracunademo sledece integrale:

a)/ﬁdx b)/ de

a) Ako stavimo smenu x = (t) =t +3, dakle '(r)dr = dt, tada nove granice
integracije postajut =3 —3 =0it =6 —3 = 3. Tako dobijamo

= 2v27 =2V/3.

3
6 3 3/2
/ \/x—3dx:/ 24t = 2 3
3

0 3

0

b) Ako koristimo smenu t = x 4 2, dakle dt = dx, tada posle promene granica

dobijamo
L 52 3(r—2)%dr 12
/ Y g = /(): L 4441t
1x+2 1 t 2

1
_ 3_12+4m3—5+4=4ln3—4.

3

1

Primer 6.6. Neka je f : [—a,a] — R integrabilna funkcija na intervalu [—a,a].
Pokazaéemo sledece jednakosti:

a a
a) Ako je f parna funkcija, tada je f (x)dx=2 / f(x)dx
b) Ako je f neparna funkcija, tada je f (x)dx =

a) Ako je f parna funkcija, tada za sve x € [—a,a] vazi f(x) = f(—x), pa se pri-
menom teoreme o aditivnosti integrala dobija

j; Fx)dx = 0 Flx)dx+ /O " ) dx

Ako u prvom integralu uvedemo smenu ¢ = —x, dakle dr = —dx, pri ¢emu je
zax=—a,t=a,azax=0jet =0, padobijamo

/j;f(x)dx = —/aof(—l)d“rfoaf(x)dx
— /Oaf(x)dx—}—/oaf(x)dx:2/0af(x)dx
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b) Ako je f neparna funkcija, tada za sve x € [—a,a] vazi f(—x) = —f(x), pa se
dobija
a 0 a
f(x)dx = / f(x)dx—i—/o f(x)dx.
—a —da
Ako u prvom integralu uvedemo smenu ¢ = —x, tada je dt = —dxizax = —a, je
t=a,azax=0jet =0, padobijamo

a

[ rwdx = —A%%%MrﬁKFQWx:—AU@%ﬁ+AQ@Mﬁ=O

6.7 Parcijalna integracija

Ako su u i v neprekidno—diferencijabilne funkcije na [a,b], tada vazi formula
parcijalne integracije:

b
/au(x)v’(x)dx = u(x)v(x)

b (6.22)
_ mem—m@w@—/}mmmww
a
Primer 6.7. IzraCunacemo sledeée odredene integrale:
7 /2 2
a) / xe X dx; b) / x?sin(3x) dx; ) / xInxdx.
2 0 1
a) Ako stavimo u = x i dv = e >*dx tada je du = dx i
v:/e_sxdx: —le_sx
5 .
U zadnjem integralu koris¢ena je smena r = —5x. Na osnovu formule (6.22) vazi:
7 7 1 7
—5x X sy —5x
dx = —— — _7/ d
/2 xe X 5e ) ( 5/, e x>
[ S T\ R B M ’
A T S
7 2 1
_ _56735_%56710_5 (e 35—e*10)
36 55 11y
- Ts¢ Tt

b) U ovom sluéaju staviéemo u = x* i dv = sin(3x) dx, du = 2xdx i
1
3

V= /sin(3x) dx = —=cos(3x).
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1z (6.22) tada sledi:

2, 1,
/ x“sin(3x)dx = — 3% cos(3x)
0

/2 2 /2
- <—/ x cos(3x) dx>
0 3Jo

2 /2
= 7/ x cos(3x)dx
3Jo

Poslednji integral ¢emo takode reSiti parcijalnom integracijom, tako $to ¢emo staviti

u; = x1idv) = cos(3x)dx, odnosno du; =dxiv, = 3 sin(3x). Tako dobijamo

/2
0 >

/2 X . /2 1 r /2 .
/ xcos(3x)dx = =sin(3x) ’ — 7/ sin(3x) dx
0 3 0 3Jo

0 1 1
= g sin(3 /2) — gsin(?; -0)— 3 (—3cos(3x)
Konacno je

2
/ x? sin(3x) dx =
0

d
¢) Neka je u = Inx, dv =xdx, tj. du = —x, v= % Tako se dobija
X

2

2 2 2 1 2 2 1
/lxlnxdx - ’;mxl—z lxdx:2ln2—% 1:21nz—1+Z
— 2In2-3/4.

Primer 6.8. Izracunacemo sledece odredene integrale za n € NU {0} :
/2 /2
I, :/ cos" xdx; Ju :/ sin"xdx.
0 0

Pokazimo prvo da je za sve n € NU{0} I, = J,. Zaista, smenom ¢ = 5 —x,dt =

— dx dobijamo

/2 /2 0
I, = / sin"xdx:/ cos” (——x) dx = —/ cos"tdt
0 0 2 /2

/2
= / cos"xdx =J,.
0
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Dakle, dovoljno je izraCunati samo integrale ,, n € NU{0}. Zan =0 je

/2 0 /2 /2
I = / sinfxdx= [ dx= x’ =5, (6.23)
0

0 0

azan=1je

7 /2 /2
I :/ sin xdx:/ sinxdx:—cosx‘o — 1. (6.24)
0 0

Neka je sada n > 2. Ako primenimo parcijalnu integraciju: u = cos" 'x i dv =
cosxdx, onda je du = —(n— 1) cos" > xsinxdx i v = sinx, pa dobijamo

_ et |/ _ 2 a2 2
I, = cos" xsinx . +(n—1) cos" “xsin” xdx
0

/2
= (n— 1)/ cos" 2 x(1 — cos® x) dx.
0

Na osnovu toga je I, = (n— 1) (I,—» — I,,) , odnosno

—1
L="""11 . n>2. (6.25)
Akojen=2p, p € N, tada iz (6.25) i (6.23) dobijamo
2p—1
by = 25 by
~ 2p—1 2p-3 I
T T2p 2p—2

2p—1 2p—-3 1
2p 2p—2 2
(2p—-1)(2p—3)---1
2p)(2p—-2)--2 2
Akojen=2p+1, p €N, tadaiz (6.25) 1 (6.24) sledi

2
by = P by
2p+1
2p  2p-—2

2p+1 2p—1

2p  2p—2 1
2p+1 2p—1 3
(2p)2p—2)---2
2p+1)2p—1)---3
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6.8 Primene odredenog integrala

6.8.1 Povrsina ravnih figura
Povrsina figure u ravni odredena jednom funkcijom

Neka je data neprekidna funkcija f : [a,b] — R koja je nenegativna nad [a, b].
Na osnovu definicije odredenog integrala moZemo reci da je povrSina P krivolini-
jskog trapeza funkcije f nad [a, b], tj. povrSina figure ogranicena sa grafikom funk-
cije f, ordinatama x = a i x = b, kao i intervalom [a, b] na x—osi (sl. 6.2.), jednaka
odredenom integralu funkcije f na [a,b], tj.

P:/ahf(x)dx.

Primer 6.9. Odredi¢emo povrSinu ograni¢enu krivom y = Inx, x—osom i pravom
x=e (sl. 6.12.). Na [a, b] funkcija je nenegativna, tako da je traZena povrsina

e
P:/ lnxdx:(xlnx—x)j:elne—e—l-lnl—i—l:l.
1

(Integral / Inxdx reSavali smo parcijalnom integracijom.)

U slucaju kkila fo Fdnkcija f negativna na [a, b], tada s&pb@§ihd krivolinijskog
trapeza funkcije f nad [a,b] odreduje kao
Primer 6.10. Odredi¢emo povr§inu ograni¢enu krivom y = x> — 4 i x-osom (sl.

b b
6.13). P= / F)dx|, ili / £ ()| .
Funkcija f(x) = x> — 4/ftha nule x{ = —2 1%, = 2. Na intervalu (—2,2) data
funkcija je negativna, te je traZena povrSina jednaka

‘/22(x2—4)dx :‘(’;3—4x> 233—4-2—((_32)3—4-(—2))’
32

?.
Primer 6.11. Odredi¢emo povrsinu ograni¢enu sinusoidom y = sinx i intervalom
[0,2 | na x-osi. Na intervalu (0, ) funkcija f(x) = sinx je pozitivna, dok je na
( ,2 ) ona negativna. Tako je traZena povrsina jednaka

P

2

2

2
" |=2+1-2]

2
P = /sinxdx—l—'/ sinxdx
0
= 4.

= (—cosx)‘o + ’(—cosx)
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Naravno, trazenu povrsinu mogli smo traZitii kao P =2 / sinxdx=2-2=4.
0
2
Primetimo da je / sinxdx = 0, a, kako smo videli, povrSina slike ograni¢ene

krivom y = sinx i intervalom [0,2 ] na x-osi je jednaka 4.

Povrsina izmedu Kkrivih

Ako su f i g neprekidne funkcije na [a,b] i vazi f(x) > g(x), za sve x € [a, D],
tada je povrSina ogranicena krivama f i g i ordinatama u tackama a i b jednaka

b b . b
P= [ rwar— [ BB (10 - g(0) ax

Primer 6.12. Odrediéemo povriinu ograni¢enu krivim linijama y = x? i y = /x
(sl. 6.14.).
Tacke u kojima se date krive seku odreduju se reSavanjem sistema jednacina

y:x27 )’:\/;C,

odakle se dobija jedna¢ina x> = \/x, ¢ija su reSenja x; = 0, i x, = 1. Znadi, date
krive se seku u taCkama 0(0,0) i A(1,1) (videti sl. 6.15.). TraZena povrSina P se
dobija kao razlika P = P; — P», gde je

1 1

_2 P 1 2d B x3
— 3 2= /@ﬁi@ 5.16.3

2x3/2

1
P §li£a6./f€£x: 3,

Prgimglt(ﬁﬂéje@d&e@i/@mq /pj)serémg,ograniéenu sa krivom y = i pravama y =
6+xi2y+x=0(sl 6.16). Presek pravih y = 6+x1i2y+x=0je tackaA(—4,2), a
presek krive y = x> sa pravom 2y +x = 0 je tacka O(0,0) (koordinatni pocetak), dok
je presek krive y = x* sa pravom y = 6 4 x ta¢ka B(2,8). Svaka od ovih prese¢nih
tacaka dobija se reSavanjem odgovarajucih sistema jednacina:

1

0

A:y=6+xi2y+x=0; B:iy=6+xiy=x>; O0:y=x"i2y+x=0.

TraZena povrSina se dobija kao zbir P = P| + P, gde je

0 x 0 3x 3x?
/_4 (6+X—(—§)) dx—/_4 <6+2) dx = <6x+4>
2 2 4\ |2
3 X< x
P2 — ‘/0 (6+x—x)dx: <6X+2—4)

=12+2—-4=10.
Prema tomeje P=P+P, =12+ 10=22.

0

P =12,

—4

0
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Primer 6.14. Odredi¢emo povriinu ograni¢enu parabolama y = x> —2xiy = 6x —
x% (sl 6.17).

Resavanjem datog sistema jednacina dobijamo da se date parabole seku u tac-
kama 0(0,0) i A(4,8). Parabola y = x> — 2x ima nule u tatkama x = 0ix =2, i
negativna je na intervalu (0,2), dok parabola y = 6x —x? ima nule u tatkama x = 0
1 x = 6. Zbog toga se traZena povrsina odreduje kao P =P, + P, — P3, gde su

4

4 3 64 80
P = 6x—x)dr= (32— )| =482 =&
I /O(x x“)dx (x 3)0 =3

2 3 s 8
P = 2_ox)dx| = | (= 22| |=|z-4|=4-—Z==
= |feaa]=| (5 <o =o-5=5

4 s o6 8 20
Py = 2_2)dx= (= -] == —16—-+4="".
3 /2(x x) dx (3 x)z 3 3+ 3

Prema tome je P =280/3+4/3—20/3 =64/3.
Slika 6.17. Slika 6.18.

Kriva u polarnim koordinatama

Neka je u r -ravni data kriva u polarnim koordinatama r = f( ), gde je f
neprekidna funkcija promenljive  (sl. 6.18). (Podsetimo se da je tacka A u ravni
odredena uredenim parom (r, ) gde je r odstojanje tacke A od koordinatnog pocetka
0, dok je ugao izmedu OA i pozitivhog smera x-0se.)

Odredi¢emo povrSinu "krivolinijskog ise¢ka", naime povrSinu ogranic¢enu pravim
linjjama =a, =b,gdeje0<a<b<2 igrafikom funkcije r= f( ). Izvr§imo
podelu P ugla [a,b] pomocéu polupravih koje sa pozitivnim smerom x—ose zakla-
paju uglove ¢, 1, 2,..., pnasledeéinain a= o< 1< 2<...< ,=0b.i
nekaje ;= ;— ;_jzai=1,2,...,n. Time smo dati "krivolinijski iseCak"podelili
na "male"krivolinijske iseCke A; (sl. 5.10). Neka su f(#;) i f(v;) minimalna i
maksimalna vrednost funkcije f na intervalu | ;_;, ;]. Tada vazi

%(f(”i))z i< A<S(f)?

N | —

Sto povlaci
n 1 2 n n 1 2
i(f(ui)) i < A< S(fvi) s

i=1 i=1 i=1 2

Ako sa povecanjem broja n tj. kada n — | parametar podele tezi nuli: (?) =

max ; — 0, tada svakiugao ;—0,i=1,2,...n, paje povrSina posmatranog
1<i<n
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krivolinijskog isecka data sa

P= lim l(f(u,-))2 ;= lim 1(f(v,-))2 ,:/ab(f( ))d

(P)—0,_4 2 (P)=0,_ 2 2
ako prethodne grani¢ne vrednosti postoje.

Primer 6.15. Izracuna¢emo povrSinu Bernulijeve lemniskate date u polarnim ko-

ordinatama 2 =a®cos(2 ) (sl. 1.39). Ako su x i y date u polarnim koordinatama,
tj. x= cos , y= sin , tada se povrSina ograniena sa krivom = f( )i
polupravama = ;i = ;izraCunava po formuli

=3[ O

Da bi u nasem slucaju odredili granice integracije, tj. 11 », reSi¢emo jednacinu
=a\/cos(2 )=0uzuslov|2 |< /2.TakvareSenjasu | =— /4i ,= /4,
pa je traZena povrsina

L/, 2
P=2 f/ a“cos(2 )d |=a".
2J- /4

Primer 6.16. Izracunacemo povrsinu kardioide date u polarnim koordinatama sa
=a(l+cos ), 0< <2 ,ako jea pozitivan parametar (sl. 1.38.).

2

e in2 )\ |°
PZE‘/O a2(1+COS )zd :az< +Zsin +2+SIHE‘- )> . :7a .

Parametarski zadata kriva

Neka je kriva C u ravni data u parametarskom obliku tj. x = g(¢), y = h(t),
te(, )ig( )=a,g( )=>.Tada se povrsina krivolinijskog trapeza odredenog
krivom C nad [a, b] odreduje kao

P= /  ydx = / h(t) g (1) dt. (6.26)

Primer 6.17. Izratuna¢emo povrsinu ograni¢enu jednim lukom cikloide x = a(f —

sint), y=a(l —cost),r €[0,2 | (a >0),ix—osom (sl. 1.34).
Primetimodajezat=0x=0iy=0,adajezat= ,x=aiy=0.To znaci

da je grafik date funkcije iznad x—ose nad [0,a], odnosno za ¢ € [0,2 |. Dakle,
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a
traZena povrsina je P = / ydx. Kako je dx = a(1 — cost) dt, to se moZe pisati
0

2 2
P = / a(l—cost)a(l—cost)dt:az/ (1 —2cost +cos’t)dt
0 0

2
=3 4°.

t 1
= & <t —2sint + = + sin2t)
2 0

4

Primer 6.18. Izraluna¢emo povrsinu ograni¢enu astroidom x = acos’ ¢, y = asin’z,
a > 0. Lako je videti (sl. 1.35) da kada ¢ prode interval [0,2 |, tada se u ravni dobija
zatvorena kriva koja se sastoji od Cetiri podudarna dela. Zato je traZena povrSina

0 0 0
P = 4/ y(t)dx(t) :4/ y(t)x’(t)dt:4/ (—3a*)sin*t cos® ¢ dt
/2 J /2 /2

/2 (1— 2
_ 12a2/ (1 —cos2t) '1+0052tdt
0

4 2

122 /2

= 8a (1 —cos2t — cos® 2t 4 cos® 2t) dt
0

3a? , sin2r 1 t+sin4t +1 -y sin’ 2¢
— N P - — | sin2f —

2 2 2 4 2 3 0
3 a®
= e

6.8.2 Zapremina obrtnih tela

Neka telo nastaje obrtanjem grafika nenegativne neprekidne funkcije y = f(x)
oko x-ose nad [a,b]. U cilju odredivgpja, gpremine tako nastalog tela, izvr§i¢emo

podelu zatvorenog intervala [a, b] na podintervale [x;_,x;],i=1,2,...,n,ioznaCiti
sa I)\Clia :s&?l@}g}_?(%sgoélmg)rya a’posmatramo pravougaonik Cija je jedna stranica

podinterval [x;_; — x;] duzine x;, a druga stranica jednaka vrednosti funkcije f u
proizvoljnoj tacki podintervala x;, tj. jednaka f( ;), ;€ [x._1,x;]. Svaki od tih
pravougaonika obrtanjem oko x-ose obrazuje valjak visine x;, sa polupreCnicima
osnove jednak f( ;). Kako je zapremina svakog valjka (f( ;) xi,i=1,2,...n,

to moZemo pisati
n

V= lim i 2 Xi,
im, ")

Sto daje

V= / (P2 dx. 6.27)
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Primer 6.19. Odredicemo zapreminu tela koje nastaje obrtanjem parabole y =
x?>+ 1 nad [—1, 1] oko x-ose. Imamo:

1 1
vV = /(x2+1)2dx: /(x4—|—2x2+1)dx
-1 -1
_ (2L )\ L
BT T I T

Ako telo nastaje obrtanjem grafika neprekidne funkcije x = g(y) za x > 0 oko y-ose
nad [c,d], tada je njegova zapremina

v= [eo)ra

Primer 6.20. Odredicemo zapreminu tela koje nastaje obrtanjem kubne parabole
y = x° nad intervalom [1,8] oko y-ose. Iz x = /3, sledi

8 8 5/3
V= /(y1/3)2dy= /y2/3dy= <3y5 )
1 1

Primer 6.21. Odredi¢emo zapreminu tela koje nastaje obrtanjem povrSine ograni-

8
93

5

1

Cene parabolom y = x?> +2iy = 126 + 1 nad intervalom [0,1] oko x-ose (sl. 5.12).

1 2 1 15
_ 2 2_ (X _ 4 19 2
vV = /0((x +2) <2—|—1)>dx /O<x—|—4x x+3>dx

_ (2 2 [
- 5T 2| T 20

Primer 6.22. Odredi¢emo zapreminu tela koje nastaje obrtanjem povrsine ograni-
¢ene krivom y = §x3 1 pravom y = 2x oko y—ose.
Presecne tacke datih krivih su 0(0,0), A(4,8) i B(—4,—8). Kako se date krive

mogu zapisati u obliku x = 2,}/y, odnosno x = > to je zbog njihove neparnosti:

8 1 12y5/3 y3
V=2 4y*3 — 2 ) dy =2 -
/o(y PRl At 5 12

Primer 6.23. Odrediéemo zapreminu torusa koji se dobija obrtanjem kruznice x>+
(y—a)* = r?, oko x-ose, ako je 0 < r < a.

8
1024
15

0
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Oznacimo sa f; i1 f> redom funkcije date sa
fix)=a+VvVrr—x> i filx)=a—Vr*—x* [x|<r
Tada je traZena zapremina V = V| — V;, gde je
vi— [ fix)dx i Vy= ' 3 (x)dx.
Prema tome je

vV = /((a—i— r2—x2)2—(a—\/r2—x2)2) dx
—r
!
— /(a2+2a r2—x2+r2—xz—a2+2a\/r2—x2—r2+x2)dx
—r
= 4a / Vr2—x2=8a / V2 —x%dx.
—r 0

Poslednji integral se reSava smenom x = rsint, dx = rcostdt, te je

/2 t sin2r\| /2
V =8a r2/ cos’tdt = 8 r* 7+s1n =8a r* - =2ar* 2.
0 2 4 4

0

6.8.3 Duzina luka Krive

Neka funkcija f ima neprekidan prvi izvod na [a,b]. DuZina luka ¢ date krive
od tatke A(a, f(a)) do tacke B(b, f(b)) odreduje se pomocu odredenog integrala

na sledec¢i nacin (sl. 6.20).
Slika 6.20.

Neka je 2 podela intervala [a,b], tj. nekaje a =xp < x1 <xp < ... <Xp_] <
X, =b inekaje (P) parametar podele P. Kao i ranije, stavimo x; za duZinu i-
tog intervala [x;_1,x;]. Odredimo u deonim ta¢kama x; ordinate f(x;), koje na krivoj
odreduju tacke Q;, i = 0,1,...,n. Posmatraéemo izlomljenu liniju Q010> ... 0Oy,
sa delovima Q;_1Q;, Cije su duzine s;. Tada je duzina luka krive od tacke A do B
priblizno jednaka duZini izlomljene linije QoQ10> ... Q,. Zbog toga se za duZinu
luka nad intervalom uzima grani¢na vrednost

n
f= lim Si,
(P)=0,_¢

ako ta granica postoji.

Na osnovu Lagranzove teoreme srednje vrednosti postoji tacka ; € [x;_1,x;]
takva da vazi

foa) = fic)=f"( ) x.
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Tako relacija

5= (Fla) — f)P + 22,

postaje s; =1/ (f'( ;))?+1- x;. Odavde je
{ = lim s;i= lim f/2 O+1 x.
(T)—>Oi:0 (P)—0 i=0 ( ( )

Prema tome, duZina luka krive se odreduje po formuli

o= [ " U (). (6.28)

Primer 6.24. Odredi¢emo duZinu luka krive f(x) = 3x*/3 — 10 od tatke A(8,2) do
tatke B(27,17).
Kako je f/(x) = 2x~'/3, to je trazena duZina luka

27 27 4 27 \/4 2/3
/ \/1+(2x_1/3)2dx:/ \/1+T3dx:/ ]+x
8 8 x2/ 8 /3

2
Poslednji integral se re§ava smenom ¢ = x%/3 +4, dr = gx*1/3 dx, pri Cemu je
zax=2_8,t=28,azax=27,t=13. Tako se dobija

13 13
:%/ \/Zdt:tm‘g =133 — V8 ~ 24,245,
8

Primer 6.25. Odredi¢emo duzinu luka krive f(x) = Inx od tacke A(1,0) do tacke
B(v/3,In3/2).
Kako je f'(x) = 1/x, to je

V3 1 V3 /142
o= [T e = [T
1 X 1 X

- dt . 1 .
Uvodec¢i smenu x = tgf, dx = ———, dobijamo 1 +x* = ——, a nove granice
cos“t cost

integracije postaju /41 /3. Sledi da je

; — //3 dt //3s1n t + cos? tdt
- /4 sinzcos?t sinz cos?¢

1
= <—|—ln\tg(t/2)]>‘ =2- \f—fln3—lntg§
/4

cost
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Neka je kriva data u parametarskom obliku x = g(¢), y=h(t),t € ( , ), gde
su funkcije g i 4 neprekidno diferencijabilne nad intervalom [ , |ivazig( )=a,
g( ) = b. Tada se duzina luka te krive nad intervalom izracunava prema formuli

= / g/ (1)2 + I/ (1) dr. (6.29)

Primer 6.26. Odredi¢emo duZinu luka astroide x = asin’z, y =acos’r,1 € [0,2 ],
ako je a pozitivan parametar (sl. 1.35).

Kako je x, = 3asin’tcost iy, = —3acos’tsint, to je
/2 )
(= 4/ A/ ()2 +(y)2dr = 4/ \/9a2(sin4tcos2t—|—sin2tcos4t)dt
0 0
/2 sin¢ | /2

= 6a.

= 12a/ sintcostdt = 12a
0

6.8.4 PovrSina obrtnih tela

Neka telo nastaje obrtanjem grafika nenegativne krive y = f(x) oko x—ose nad
[a, D], nad kojim funkcija f ima neprekidan prvi izvod. Podelimo [a, b] na podinter-
vale [x;_1,x;],i=1,2,...,n,1, kao i ranije, ozna¢imo sa x; = x; —x;_1. Na svakom
od podintervala posmatrajmo trapez ogranicen sa intervalom [x;_j,x;| na x—osi,
ordinatama duzine f(x;—1) i f(x;), i duZ s; koja spaja tacke na krivoj odredene or-
dinatama u tackama x; i x;_;, odnosno tacke (x;_y, f(x;—1) i (x;, f(x;)). Svaki od
tih trapeza pri rotaciji oko x—ose obrazuje zarubljenu kupu ¢iji su poluprecnici
osnova f(x;) i f(x;—1), a izvodnica s;. Povr§ina omotaca takve zarubljene kupe je
P, = (f(xi—1)+ f(x;)) - si. Prema tome, ako je (%) parametar podele, tada je
povrsina omotaca M posmatranog obrtnog tela jednaka

n

M= (lgi)grloiz1 (f (i1 4 f(x2)) - i,

Sto daje

M=2 /abf(x) 1+ (f'(x))%dx. (6.30)

Primer 6.27. Odredi¢emo povrSinu omotaca tela koje nastaje obrtanjem oko x—ose
krive y2 = 12x od tacke x = 0 do tacke x = 3. Na osnovu (6.30), trazena povrSina
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jednaka je

3 3
M = 2 /y\/l—i-(y’)zdx:Z / V36 + 12xdx
0 0

3
3/2
= 2 izw :24(2\@_1).
12 3 o

Primer 6.28. Proveri¢emo da je povriina lopte polupre¢nika a jednaka M =4 a?.

Posmatraéemo samo gornji deo kruZnice date u parametarskom obliku x =
acost,y=asint, 0 <t < | koja se obrée oko x-ose. Tako dobijamo loptu ija je
povrsina

M = / 2 asintVa?sint + a2 cos2tdt =2 a2/ sint dt
0 0
- 2 azcost‘ = 2 A2(-1-1)=4 &
0
Primer 6.29. Odredi¢emo povrSinu omotaca tela koje nastaje rotacijom oko y-ose

krive x = y3 od tacke x = 0 do tatke x = 8. Odgovarajuée vrednosti zax =0ix =8
suredomy =01y =2, pa je traZzena povrSina jednaka:

8 2 P ILE
M o= 2 [ v /14024 :2/ 31+ 9% d :—/ d
/Ox + (x})?dy Y +yy36l\/ﬁu
- 3_
27(\/145 1).
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Indeks

Abelova grupa, 8
apsolutna vrednost, 22
asimptota

horizontalna, 91

kosa, 91

vertikalna, 92
asimptota grafika funkcije, 91
asimptotsko ponasanje funkcije, 92
astroida, 242

Bernulijeva lemniskata, 42, 241
Bernulijeva nejednakost, 16
bijekcija, 6
binomna formula, 16
brojevi

celi, 8, 17

iracionalni, 18

prirodni, 8, 13

racionalni, 8, 18

realni, 8

cikloida, 242

definicioni skup funkcije, 5
Dekartov proizvod, 4
diferencijabilna funkcija

na skupu, 109

u tacki, 108
diferencijal funkcije, 128
divergentan niz, 51
donja (Darbuova) suma, 213
drugi izvod funkcije u tacki, 131

eksponencijalna funkcija, 39
elementarna funkcija, 40

funkcija, 5

neopadajuca, 30

nerastuca, 30

opadajuca, 30

rastuca, 30

diferencijabilna na skupu, 109
diferencijabilna u tacki, 108
eksponencijalna, 39
ekstremna vrednost, 30, 134
grani¢na vrednost, 70
integrabilna, 211

inverzna, 6

konkavna, 161

konveksna, 161
logaritamska, 39
neprekidna na skupu, 95
neprekidna u tacki, 94
sloZena, 6

stepena, 39
trigonometrijska, 39
uniformno neprekidna, 104

gornja (Darbuova) suma, 213
grafik funkcije, 7, 28
grani¢na vrednost funkcije

desna, 75
leva, 75

grani¢na vrednost niza, 44
grupa, 8
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Indeks

harmonijski niz, 64
Helderova nejednakost, 159
Hornerova shema, 33

infimum skupa, 12
injekcija, 6
interval, 22
neogranicen, 22
otvoren, 22
zatvoren, 22
inverzna trigonometrijska funkcija, 40
iskaz, 1
iskazna algebra, 2
iskazna formula, 2
izolovana tacka skupa, 25
izvod
inverzne funkcije, 121
parametarske funkcije, 126

Jangova nejednakost, 159

kardioida, 41, 241
Kosi—Svarcova nejednakost, 159
Kosijev niz, 62

Kosijeva teorema srednje vrednosti, 143
kodomen funkcije, 5
kompleksni brojevi, 19
kompletno uredeno polje, 9
kompozicija funkcija, 6
komutativna grupa, 8

konkavna funkcija, 161
konveksna funkcija, 161
konvergentan niz, 44

LagranZova teorema, 136
Lajbnicova formula, 133
Lebegova teorema, 228
logaritamska funkcija, 39
lokalni maksimum, 30
lokalni minimum, 30
Lopitalovo pravilo, 153, 155

Maklorenov polinom, 149
Maklorenova formula, 149

maksimum
globalni, 142
lokalni, 30

strogi lokalni, 30
maksimum skupa, 12
malo o funkcije, 93

minimum
globalni, 142
lokalni, 30

strogi lokalni, 30
minimum skupa, 11

najvedli ceo, 45
nejednakost
Heldera, 159
Janga, 159
Kosi-Svarca, 159
Minkovskog, 159
neodredeni integral, 185
neparna funkcija, 28
neprekidnost funkcije
u tacki, 94
uniformna, 104
niz, 43
neopadajudi, 52
nerastuci, 52
opadajudi, 52
rastudi, 52
divergentan, 51
divergentan u 4+ , 52
divergentanu — , 52
grani¢na vrednost, 44
konvergentan, 44
limes inferior, 66
limes superior, 66
ogranicen, 43
ogranicen odozdo, 66
ogranicen odozgo, 66
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opsti ¢lan, 43 realni brojevi, 8

tacka nagomilavanja, 65 Rimanova integralna suma, 210
Njutn—Lajbnicova formula, 230 Rolova teorema, 135
normala grafika funkcije, 115 S
nula funkcije, 28 sirjekeija, 6
nula polinoma, 32 skup

donje ogranicenje, 11

odredeni integral, 211 gornje ograniCenje, 11
ogranicen niz, 43 infimum, 12
ogranicena funkcija, 29 maksimum, 12
okolina tacke, 24 minimum, 12
osnovni period funkcije, 29 ogranicen, 12

ogranicen odozdo, 11
ogranicen odozgo, 11
supremum, 12

skup celih brojeva, 4

skup mere nula, 227

skup prirodnih brojeva, 4

skup racionalnih brojeva, 4

parametar podele, 210
parna funkcija, 28

partitivni skup, 4

period funkcije, 29
periodi¢na funkcija, 29
podintegralna funkcija , 211

pOdn}Z’?S skup vrednosti funkcije, 5
pokrivac skupa, 24 o ..
. sloZena funkcija, 6
polinom, 32
] supremum skupa, 12
polje, 9
prekid tacka nagomilavanja
druge vrste, 98 niza, 65
prividan, 98 skupa, 24, 69
prve vrste, 98 tangenta grafika funkcije, 115
prekidna funkcija u tacki, 95 tautologija, 2
preslikavanje, 5 Tejlorova formula, 147
prevojna tacka, 164 teorema o supremumu, 12
primitivna funkcija, 185 transcedentni brojevi, 19
princip matematic¢ke indukcije, 13 trigonometrijska funkcija, 39
prirastaj
argumenta, 106 ureden par, 4
funkcije, 107 uredeno polje, 9

prirodni definicioni skup funkcije, 27
prvi izvod funkcije, 109

na intervalu, 109

u tacki, 108

veliko O funkcije, 94

racionalna funkcija, 35



