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Ordinali

Definicija. Za neki skup A kazemo da je ordinal ako
vazi:
" yEA—= X CA;

* relacija €, = {(x,y) €A | x € y}je striktno dobro
uredenje na A.

0,{0}, {0, {03}, {0, {9}, {0, {DAD}}}, -..
Definicija. Za ordinal a kazemo da je
* naredni ako za neki ordinal f vazi a = U {}. U tom
slucaju piSemo a =f1ilia = + 1.
* grani¢ni ako nije narednii o # Q.
Ne postoji skup koji sadrzi sve ordinale, govori se o
klasi svih ordinala, koju oznacavamo sa On.

Postoji formula na jeziku teorije skupova, koja znaci:
"o je ordinal”. Skraceni zapis te formule je a € On,
koji cemo Kkoristiti




* U nastavku navodimo najvaznije teoreme, pomocu
kojih mozemo da stignemo do definicije kardinala.

* Teorema. Na klasi svih ordinala On "relacija” <
ima sve osobine striktnog dobrog uredenja, tj. vazi

= irefleksivnost,

= tranzitivnost,

= trihotomija,

" minimalnost.
» Teorema. Za striktno dobro ureden skup (A, <)
postoji tacno jedan ordinal a takav da

(A, Q) = (a, €,).

* Definicija. Za striktno dobro ureden skup (A, <)
oznacimo sa type({A, <)) jedinstven ordinal a sa
osobinom (A, <) = (q, €,). Ordinal type((A, <))
zovemo ordinalni tip od (A, <).




Specijalni ordinali - Prirodni
brojevi

* Definicija. Za ordinal a kazemo da je prirodan broj
ako

VB < aili B =@ ili B je naredni ordinal.

= 0,{0}, {9, {D}}, {9, {9}, {0, {D.{D}}}, ...

* Teorema. Elementi prirodnog broja su opet prirodni
brojevi.

* Teorema. Ako je a prirodan broj, onda jei a U {a}
prirodan broj.

* Ova teorema implicira da su sledeci ordinali
prirodni brojevi.



0 =0,
1=0*=0uU {0} = {0},
2=1+=1uU {1} ={0, 1},
3=2+=2U{2}={0,1,2},

n+1=n"=nuU{n}={0,1,..,n}

Klasa svih prirodnih brojeva jeste skup, koji
oznacCavamo sa w, i zadovoljava sve Peanove
aksiome.

NasSa formalna definicija prirodnog broja pokriva
intuitivan pojam prirodnog broja.
Teorema. Skup w je najmanji granicni ordinal.



Ekvipotentni skupovi

Definicija. Skupovi A i B su ekvipotentni ako postoji
bijekcija f: A — B i to oznacimo sa A ~; B.

Definicija.
* A < B ako postoji injekcijaiz A u B,
= A<BakoA<BinijeA~B.
Teorema. Ako su A, B i C proizvoljni skupovi, tada je
a) A~A;
b) A~ BondaB ~ A;
c)A~BiB~CondaA~C.
a) A< A;
b) A< BiB =< AondaA ~ B (Sreder-Bernstajn);
c)A<BiB<CondaA<C.
Teorema. (Kantor) Za svaki skup A vazi A < P(A).




Kardinali kao specijalni ordinali

Definicija. Kardinalni broj (ili samo kardinal) nekog
skupa A je najmanji ordinal ekvipotentan skupu A,
tj.

|A| = min{a: a~ A}
Definicija. Za neki ordinal a kazemo da je kardinal
ako je

a=|al.
Posledica. Za proizvoljan skup A vazi ||A|| = |A], .
|A| je jedan skup kardinalnosti |A|.

Posledica. Ordinal a je kardinal ako i samo ako za
svaki < avazi f§ + a.
Teorema. Neka su AiB dva neprazna skupa. Tada
vazi:

|A| < |B| ako i samo ako A < B.



Definicija. Za skup A kazemo da je
» konacan ako je ekvipotentan sa nekim prirodnim
brojem, tj. (3n € w) n ~ A;
= beskonacan ako nije konacan.
Teorema. w je najmanji beskonacan kardinal.

Teorema. Svaki beskonacan kardinal je granicni
ordinal.
Definicija. Za skup A kazemo da je
» prebrojivo beskonacan ako je |A| = w;
» prebrojiv akoje |A| < w;
* neprebrojiv ako je [A| > w.
Teorema. Postoji neprebrojiv skup (kardinal).

Definicija. Kardinalni broj skupa realnih brojeva R
oznacavamo sa (kontinuum).




Transfinitna indukcija

U klasi On svih ordinala mozZemo Kkoristiti princip
koji je analogan principu matematicke indukcije.
To je tzv. princip transfinitne indukcije, i zasniva se
na sledecoj teoremi.

Teorema. Neka je ® neka osobina koja je definisana
za sve ordinale. Pretpostavimo da za proizvoljan
ordinal a vazi:

Ako su svi ordinali f < a imaju osobinu &, onda i
a ima osobinu .

Tada osobinu @ imaju svi ordinali.

Ova teorema je uopstenje matematicke indukcije u
skupu prirodnih brojeva, i ostaje taCno ako umesto
ordinala stavimo prirodne brojeve.



Transfinitna rekurzija

Pokazacemo da uvek postoji takav operator F za koji
F(a) na zadati nacin zavisi od toga kako smo definisali
operator F na ordinalima 8 < «.

Teorema. Neka je G operator koji svakoj funkciji f
dodeljuje jedan skup G(f). Tada postoji na ordinalima
jednoznacno odreden operator F takav da za svaki
ordinal a vazi:

F(a) = G(F|a).
To kako je operator F definisan do zadatog «, tacno

opisuje funkcija F|a, jer ova ne daje samo sta su F([3)
vrednosti, nego i to kako zavisi F(3) od 8 u slucaju 8 < a.

A mi trazimo takav F za koji F(a) za svaki a na unapred
dati "G nacin" zavisi od toga, kako smo dotle definisali F,
odnosno trazimo takav F koji na "G nacin" zavisi od F|a.



Operacija sa kardinalima

Definicija. Neka je {A,:y € I'} kolekcija skupova.
Direktan pr01zvod koi/ekcue A,y €T} je skup svih
funkcija f: T = U, A, takvih da za svako VASE VA
f(y) €A,

Oznaka: ]1]1yer A,

Definicija. Neka su A i B dva proizvoljna skupa. Tada
skup "A na stepenu B" je skup svih preslikavanja
skupa B u skup A, tj.

BA={f|f:B— A}
Oznaka: BA
Teorema. Za svaki skup A vazi: |P(A)| = 2/Al



= Definicija. Neka je {k, : y € I'} proizvoljna kolekcija
kardinalnih brojeva, i k i A su kardinalni brojevi.
Tada

" proizvod kardinalnih brojevak,,y €T, je |l <k |.
" Oznaka: [ erk,.

zbir kKardinalnih brojevak,, y € T; je [U,¢r kX{v}].
Oznaka: }, crk,.

= A-ti stepen kardinalnog brojax je |*k|.
= Oznaka: k.

* (Oznaka za sabiranje kardinala: k @ A umesto K + A.
* Oznaka za mnozenje kardinala: k ® A umesto k - A.



Osobine kardinala X,

No ® X, =X,
No ® X, =X,
No"=X,,n>0

n®N,=N,,n>0
n®N,=¥,,n>0

2% =

No —

NO —
NN =



Osnovna teorema kardinalne
aritmetike

= Teorema. Za svaki beskonacan kardinal k vazi
KX K = K.

= Teorema. Za sve kardinale k, A > w vazi
K®A=k®A=max {K, A}

= Teorema. Ako su Aik takvi kardinalidaA > wi
2 < k<A tada

Kk: = 22 = P(Q).



Alefi

Definicija. Neka je k proizvoljan kardinal. Najmanji

kardinal koji je veci od k naziva se naredni kardinal

kardinala k (sukcesor kardinala k) i oznacavamo sa k®.
K® = min{\: A <x}.

Teorema. Za proizvoljan k = w vazi da je

k® = |{&: [§] = K}.
Teorema. Neka je A proizvoljan skup kardinala. Tada
" sup A je kardinal,
= Ako je sup A beskonacan, onda };c, A = sup A.

Kantorova teorema garantuje da postoji beskonacno
mnogo beskonacnih kardinala.

Dakle, mozZzemo konstruisati beskonacan rastuci niz
beskonacnih kardinalnih brojeva:

P'(w) =wiP"!(w) =P(P"(w)) akon € w



w < |Pl(w)] <..<|PY(w)| < |P*H(w)] < ..
Uvodimo nove oznake za beskonacne kardinale.

Naime, koristimo ordinale za indeksiranje
beskonacnih kardinala u rastuce uredenje:

Ny Np, oy oaoy N, N, R o)
Definicija. DefiniSemo operator X, za ordinal
transfinitnom rekurzijom:
" N, = W.
" Nekaje a> 0i pretpostavimo da smo X definisali za

svaki ordinal < a. Neka je N, najmanji kardinal k takav
da je k > N za sve ordinale § < a.

(.l)o, (.l.)l’ (1)2’---, (D(D’ (L)(D_l_l, (L)(D_I_Z,---



* Teorema.

= X, je beskonacan kardinal.

= Za sve ordinale a i  vazi: ako je a < 3 onda je
N, < Ng.

* Ako je a granicni ordinal tada
N, = sup {Ns: < a}.

= Za svaki ordinal a je Naﬂ (R)®, tj. X . ]e
najmanji kardinal veci od X,

= Teorema. Za beskonacan kardinal k postoji
ordinal a < ktakavdajex =X,



= Definicija. Beskonacan kardinal k se naziva naredni
kardinal ako k = A® za proizvoljan kardinal A. U
suprotnom, tj. ako k nije naredni, i k # 0, zove se
granicni kardinal.

Za kardinal k se kaze da je jako granicni kardinal ako
ZVANGE!
VA <k 2'<K.
= Svaki jako granicni kardinal je jedan granicni
kardinal, jer za svaki kardinal A vazi
A® < 24,
= Za svaki ordinal a
= N, Jje naredni kardinal akko je a naredni ordinal,
= X_je granicni kardinal akko je a granicni ordinal.



Kofinalnost

= Definicija. Neka je (A, <) striktno ureden skupi B €
A. Kazemo da je A kofinalan sa B ako

VxeAdy€eB x3vy.
* Npr, (R, <) je kofinalan sa w, ili w U {w} je kofinalan
sa { w}.
= Teorema. (Hauzdorfova teorema) Proizvoljan
striktno ureden skup (A, <) je kofinalan sa skupom
B c A za koji vazi:
= (B, <) je dobro ureden,
" type((B, 2)) = |A].



= Definicija. Neka je (A, <) proizvoljan striktno ureden
skup. Najmanji ordinal ¢ za koji je (A, <) kofinalan sa
nekim striktno dobro uredenim podskupom B
ordinalnog tipa ¢ se naziva kofinalnost skupa (A, <),
oznacava sa cf((A, <)).

= cf((A, <)) = ¢ ako su sledeci uslovi zadovoljeni:
= (A, <) kofinalan sa nekim B C A,
* Bje striktno dobro ureden,

" type((B, 9)) =§,
* ¢ je najmanji ordinal sa prethodnim osobinama.

* Dobra definisanost cf({A, <)) za neKki striktno
ureden skup sledi iz prethodne teoreme i vazi

ct((A, 2)) = |A].



(A, <) = (A", <) = cf((A, <)) = cf((A", ).

Definicija. Neka je € proizvoljan ordinal. Tada kofinalnost

ordinala &
cf(§) = cf({A, 2)),
gde je (A, <) takav striktno dobro ureden skup da je

type((A, 9)) =&

cf((A, <)) = 1 ako i samo ako (A, <) ima poslednji
element.
Ako (A, <) nema poslednji elementi A # 0, onda
cf((A, <)) = w.
Primerti:

» cf(n)=1akon>0in € w,

» cf(w) = w,

* cf(w,) = w, jer je (w,, <) kofinalan sa {w, : n € w}.



Definicija. Neka je € proizvoljan ordinal. Tada
kazemo da je &

* regularan, ako je cf(¢) = ¢ >1,

* singularan, ako je 1 < cf(§) <¢.

Primert:

" wjeregularan, w, i w + w su singularni,

" n € wiw+ 1nisu niregularni ni singularni.
Teorema.

= Za proizvoljan ordinal § # 0, cf(¢) je ili 1 ili regularan
ordinal.

= Svaki regularan ordinal je beskonacCan kardinal.
Posledica. Svaki naredni kardinal je regularan.



Nije svaki regularan kardinal naredni kardinal, npr. w je
regularan granicni kardinal. Postavlja se pitanje:

= Dali postoje regularni granicni kardinali veci od w?

Takvi kardinali se nazivaju slabo nedostizni kardinali.
Ako za slabo nedostizan kardinal k vazi i sledeci uslov
VA <k (2 <x)

onda se govori o jako nedostiznom kardinalu.
Definicija.
» Slabo nedostizni kardinali - neprebrojivi regularni granicni
kardinali (Hausdorff, 1908.),

= jako nedostizni kardinali - neprebrojivi regularni jako
granicni kardinali (Tarski, 1930.).




Teorema. Ako je k proizvoljan beskonacan kardinal,
onda je cf(k) najmanji ordinal «, za koji se moze naci
niz kardinala {KE < k:¢<a}l, takavda
ZE<O( KE = K.

Teorema. Ako je (A, <) proizvoljan striktno ureden
skup, B,Cc AiAjekofinalanisaBisa(C, ondaje

ct((B, 9)) = ct({C, 2)).
Posledica. Ako je k granicni kardinal, onda se moze
naci jedan strogo monotono rastuci niz kardinala {k;

: & < cf(x)} takav da

Z§<cf(l<) Kg = K.
Posledica. Ako je a granicni ordinal, onda

cf(R,) = cf(a).



Stepenovanje kardinala

Videli smo da zbir i proizvod dva beskonacna
kardinala uvek mozemo odrediti.

Stepenovanje, tj. odredivanje vrednost izraza A,
dovodi do tezih problemal

Na osnovu Kantorove teoreme znamo da 2¥ > k.
Pa postavlja se pitanje:
Dali je tatna jednakost 2 = k®?

Matematicari su posebno ispitivali osobine
kardinala 2%,

Kardinalnost skupa realnih brojeva je bas 2%, tj.
= 2%,



Problem kontinuuma:

Sa kojim kardinalom je jednak 2%0?

Kontinuum hipoteza (CH):

2% = X,

Sli¢no, za svaki ordinal a, imamo: 2% > X
Uopsteni problem kontinuuma:

Sa kojim kardinalom je jednak 2%«?

Uopstena kontinuum hipoteza (GCH):

ZNa = Noc+1



* Teorema. (Gedel, 1939.)
GCH je saglasna sa teorijom ZF
ZF neprotivrecna = ZF+GCH neprotivrecna.

* Teorema. (Koen, 1963.)
ZF neprotivrecna = ZF + 1CH neprotivrecna.
Prema tome, CH je nezavisna od ZF teorije skupova.

» Jedino zakljucivanje za 2% je to da 2%+ k ako je
cf(k) = w, Sto ¢emo i mi videti u nastavku.



Kenigova teorema i posledice

Teorema. (Kenig) Neka su {A;: §<a}i{k::&<a}dve
kolekcije kardinala tako da A; < k¢ za svaki ¢ < a. Tada
vazi

Z§<a Ay < HE<0( Ky
Posledica. Ako je {x; : ¢ < a} strogo rastuci niz kardinala,
gde je a granicni ordinal i k, > 0, tada vazi

ZE<0( K < HE<0( Ke
Posledica. Ako je k proizvoljan beskonacan kardinal,
onda vazi

k<) > k.

Posledica. Neka su ki A kardinali, za koje vazidak = w i
A= 2.Tadaje

cf(A%) > k.



Posledica. Neka su ki A kardinali, za koje vazidak = w i
A= 2.Tadaje

cf(A%) > k.
Specijalan slucaj:

cf(2%0) # X,
Kako je cf(X ) = X,

280 £ R

Ako je cf(x) = X, za proizvoljan kardinal k:
NEA

K :Nw+w ) N(1)+(1)+u) ) ==s

Cf(Nu)+u)) i NO! Cf(Nw+u)+u)) = NO'

Najvaznija posledica teoreme Keniga: sigurno znamo o
nekim kardinalima da nisu jednaki sa .

Teorema ne daje nikakvu instrukciju za odredivanje
vrednosti kontinuuma . Sistem aksioma ZFC to ne zna
da odluci.



Bernstajn - Hauzdorf - Tarski -
teorema

Teorema. Neka su ki A kardinali za koje vazik = w i
0 <A< cf(x). Tada je

K= (e TH®OK
gde T "tri" po kardinalima.
Originalna formulacija Bernstajnove teoreme:
N No=2% @ N
Ako pretpostavljamo da vazi CH, onda
NJo=28@K =N
gdejel <n<w.
cf(X,) = X, = X _¥one znamo iz teoreme!
Posledica Kenigova teorema = X N0 > X



Sta je ako prihvatimo CH ili GCH?

Teorema. (Sirpinski) Ako vazi CH, onda se ravan moze
rastaviti na dva dela, tako da je presek jednog dela sa
svakom vertikalnom a drugog dela sa svakom
horizontalnom pravom prebrojiv.

Teorema. Ako se ravan mozZe rastaviti na dva dela, tako da
je presek jednog dela sa svakom vertikalnom a drugog

dela sa svakom horizontalnom pravom prebrojiv, tada vazi
CH.

Teorema. Neka vazi GCH. Tada je za beskonacan kardinal k
k*=1, akoje A = 0;

k' =x,akoje 1 <A < cf(k);

k' =«9, ako je cf(k) <A < k;

k*=2A9,akojek <A



