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Predgovor

ABeskonal nost!! Ni kad rdubpke d n o pitanj
uznemiravalod u h | ov e | i jan pojard he zahtevaibglje d
ramnjjehje nego beskonalnost . i
Tako pige Hil bert o beskonalnost:i

Teologija, filozofija i, naravno, matematika se bavi sa
beskonal nogl u, koja | e j ako probl emat
obl asti ma. U toku istorije veliKki mi sl i
beskonal nost ?

Jakojei nt eresantno da vel gestogodignja de
o takvim stvari ma. Ovosamednomoj e i skust
prilikom | u o jedlavno pitanje u nfiovoj maloj diskusiji bilo je

sledel e: ADa Jedanbjreoj I? é s k oNaar| anvon o , oni S
nekoliko minutar e gav al i t aj probl em. Svi su dal
pitanje, tj. da iline( n e k i Su i ,obij astiidlii, aagse)ig
(Napaninjem dajenaj vi e oddanjjien bhesklddal no | ed
broj!) MeLut i m, mi znamo da nije tako
beskonal nosti. U mlaé¢ €dmmrt d lcdav almes koaral nc
simbol om b

Vel j e Ari stot el r akzol ni akl onvoasot i d v e \
potencijalnu i aktalnu.

Potencijalna beskonalnost je bila pozna
niz prirodnih brojeva je u takvom smis
koj i s e mo g e besArgavprimo o ralkdumojavi t i
beskonal n orenerimislenk na celiru (skgmsvih girodnih

brojeva, koja je jedna zavrgena stvar.

i zmelLu t e ost.éktugd ensak obneas| knzruazlen cnsot tjeey kio
priznataod strane mat e mat je|uadicavelikuGe or g Kant
inovaciju u nmatematici s tim da je uveo aktneu beskonal nost [
iztadoomove teorije srkwemenu mnogi & btiadagnj e
skeptilni gto se tile Kantorove ideje,
da su ove misli opravdane i talne.

Uovomradlbbavi mo se beskmhabvindmi eempdi nal
da se oni mogu smatratia u o riyadmhnbjojeva kao takvi oni
su beskonal ni brojevi bLemeonapi satkkiupov
jedan kratak pregled onog gto je wuralen
predznanju. Radimo u CermeloFrenkelovan® sistemu aksioma
(oznaka: ZF sistem) sa aksiomom izboraognaka: ZFC sistem)
Aksiomu izbora skraleno oznalavamo sa A

'GeorgCantor (1843.918) , nemal ki mat emati | ar
Ernst Zermelo (1871 953) , nemal ki mat emati | ar
3 Abraham Fraenkel (1891 96 5) , i zr ael ski mat emati | ar nemal ko




Ovaj rad sadrgi gest poglavlja.

U prvom uvodnom poglavlju navodimo sve pojmove o
ordinalima i ekvipotentnim skupovima, koji su potrebaidefinisanje
kardinal a. od | i taoca s e ol ekuj e da
urelenjima, narolito: pojam striktnog,

Udrugompoglavj u defini gemo kardinale pom
dokazujemoneke osnovne teoreme, koje koristimo u daljem tekstu.

U t mepogiavlju dajemo dok&z teorema transfinitne
indukcije irekurzije. Ove dvetvmlj e su jako vagne, kori st
puta.

U | etvrltaovl jjuogdef i ni gemo operacije
Navodimo osobine tih operacija i dakgemo osnovnu teoremu
kardinalne aritmetike.

U petom poglavlju navordinalm®o osobine b
def i ni ge mo ogeratdrakofinaln@sg Bmj e mo naj vagniije
osobine ovog operatora.

Za ] e da kaespodenag koje se ne mogu smatrati

funkcijama, z a t oniswgdefimisare na skupovima, koristimo termin

operator. Dakle, ako svakojstvaf ednoznal nonustvarde |l i mo | ed
F(x), onda korespondencifanazivamo operator.

U gest om, uj edno [ posl ednj om pog
probl emi ma stepenovanja kardinal a. Daj
teoreme Kk oj e ntewgrtdoe bo tsaitoepenovanju. Navod.i
problem kontinuuma i uopgukeatkd pr obl em Kk

navodimo neke novijeezultate kardinalne aritmetike.

) Verujem da s oznakama nel e biti ni k a
| emo i sthmbgboodgtbzazove nejasnol e.
SimbolomP oznal avamo podskup b®ze ogranil enj

dozvoljava jednakds Uglastim zagradaméAGoAz na | av @ men iu
par. Simbolome oz nal| av amo Akp jeMmedndkdlekajan.
ondaszAoznal avamaoy@@EXw pyN A} Kraj dokaza

lemeitecoreme bel egeni su znakom Y.

Ovom ©prilikom ©bih gel eo da s e zah
profesorima i asistentima mar u ¢ emagjuriokom studija?osebno
bi h ¢§el e ozalvalnost dr IRezglig Madarssi | al i , mentor u

ovog diplomskog rada.

Novi Sad, jun 2010. AnlLal Andor




1. Uvod

1.1.Ordinali

Definicjal.1.1Za neki skup A kagemo da je ordi
A iz xN Asledi xP A (tj. skup A je tranzitivan) i
A relacijaNa={0x, o8N Al Axvylj e striktno dobro ure
na skupuA.
Ordinale [ emo obel egdwatiiz.malim grl kim

Tada, ako nam je dat neki skitp onda da biU bio ordinal, treba
proveriti da |1 i ma sl edele osobine:

1. zasvex®™ Uv a yR U

zasvex,y,zN Uv a g i xN yay @ondax z

zasvex,yN Uvatyal no jedan od sl edelih rela
XN yili x=vyili yN x;

4. svaki neprazapodskup skup&ima minimalni element.

w N

Na primer, sledeli skupovi su ordinali

PR U R LR U1 R LR U P8 SR N C B S S

Primetimo da su svi ovi navedeni ordinali (sejnoblika U {0, za
neki ordinalU.

Definicja 1.1.2 Za ordinal U kagemo da je nared
neki ordinal b vagi

U=b° {b}.
U tom sl ulUafiul ipbi+d.Akoo ordinadni U nije nart
i T0,kagemogrdaanijleni ordi nal
“Ako pbgemp tada je rel o sabiranju ordinala, ko
baviti.




Kako ne postoji skup koji sadr ¢gi sve or
kolekcija svih ordinala nije skup, govori se o klasi svih ordinala i ta

kl asa se oznalava sa On. Na iosnovu def.
ordinal” je osobina prvog reda u ZF teoriji skupova, tj. postoji formula
prvog redaUkeJardnaai“. "Skraleni zapi
Uv Onkoj i emo koristitdi u daljem tekst
Ui bumestoUN bpi gé&l<®mogemo shvatiti kao d
klasi On definisali Ukbékkodinjpu" < na
Zbog t ogmi jget os kQunp , n'rejacja" kK errrekit no  r el i
smo, relacije definigemo na skupovi ma.

Detaljno ispitivanje osobine ordinala i dokazivang@remao tim

specijalnim skupovima nije tema ovog rada. Zhte mta samo

navestj kako smo rekliranije naj vagni jpo nod oar ekmej i h
mo ¢g e mstigneéna do definicije kardinala.

Teorema 11.1 Na HKasi svih ordinalaOn "relacija" < ima sve
osobine striktnog dekdvhostgtranzitveostenj a t | . v
trihotomija isvaki naprazan podskupnima minimum

y
lemalllNeka su U i b ordinali. Tada
6U v e 6 Y0t U=b
y
Teorema 112 Za stri ktno d@bMmo wirejlient aslkru@
jedan ordinal U takav da
y

Definicija 1.13 Za stri ktno d@ébMwmz rualeilrem ss& up
typg6A, Whtj edi nstven or didthalde & Agia osobi nom
Ordinal typgdA, W zovemo ordinalni tip odA, W

Teorema 11.3 Za sve striktno doABMio urelene
A, Wav a g i
8A, Woe 6A’, W dakko typéA, W= type(eA’, W o).
Dokaz. (+ ) Neka jetA, Wieg 67", W
Kako je 6A, Wie type(dA, W= Ui &, Wae typged, W§ = U,

ondaU = (A We typgtA, Wd = U pa iz prethodne leme
dobijamo

U = (@ YWietypgtd , W =U.

() 1z 6A, Wae typgd, Wi = typgA, WO e A, Wa sledi
6A, Wie 6A', W

y




Primetimo da kao neposrednu posledicu ove teoreme imamo da se
svaki stri kt no0AbWororgoe u'rienldeerk sskwag i © po T
ordinalulb Nai me, vagi

Posledica 1.1.1 Neka jetA, Wos t r i kt no dobro wurelen sk
postoji ordinal U, takav da vagi

A={ap: b< U},
gdejegl a,za siwe b

Dokaz. Kako je A, Wast ri kt no dobro urelen skup,
jedinstven ordinalU da &\, Wae 60 Na0 Ako je G: AY U

i zomor f i z@nVaiok Yak dnda treba uzet, = G*(b) za

sveb<U

Ako prihvatimo aksiomu izboreAC), onda dobijamo da se svaki skup
moge indeksiratWl po nekom ordinalu

U nastavku dajemo definiciju specijalnin ordinala tzv. prirodnih
brojeva

Definicija1.14 Za ordinal U kagemo da je prirod
ordi modJl ee=fgilijeb naredni ordinal.

Na primer,ordinalin, {n}, {n, {03}, {n, P} {", {0 {7} } } ,su é
prirodni brojevi.
Teorema 1.1.4Elementi prirodnog broja su opet prirodni brojevi.

Dokaz. Neka jeUprirodan broj ib™ U Treba dokazati da za ss®©b
v a g7 ili jeonaredni ordinal. Kako jeOb < U sledio<U gt o
implicira: o=n ili je onaredni ordinal.

5 y

Teorema 1.1.5Ako j e U prir odafi} pbrodan , onda | e
broj.

Dokaz. Neka jeb OU° {U. Ako je b=U" {U, onda jeb naredni
ordinal. Ako jeb<U* {1}, ondajeilib~ Uili b=U Tada jeb OU, i
kako jeUprirodan broj, onda je ib =1 ili je b naredni ordinal.

] y
Ova teorema impliciradsus | edel i ordi nal i prirodni br
0=n,
1=0=0" {0}={0},
2=1"=1" {1}={0, 1},
3=2=2" {2}={0,1, 2},
é
n+l=n"=n"{n} = {On}, 1, ¢,
é




Bez dokaza napomenimo da klasa svih prirodnih brojeva jeste skup,

koj i 0z n at,a zalovoljavas svePeanove aksiome Ta

|l injenica moge ddaposlgagifokamal dakdzefin
prirodnog broja pokriva intuitan pojam prirodnog brojalako je

uvideti da vagi

Teoremal.l6Skup ¥ je najmanji grani | ni ordir
y

1.2. Ekvipotentni skupovi

Definicija 1.21Za dva proizvoljna skupa A i B

ekvipotentni ako postoji bijekcijia A Y B.U t om sl ul aj u pi ge mc
A~ B ili samo A~ B.

Definicija 1.2.2Za dva proizvoljnas k upa A i 6Bagko sal emo A
postojiLnjekcijai z A u B, doNBIl Emoi sznakuuAs!| ul a
da jeAOB i nije A~B.

Teorema 1.2.1Ako su A, B i C proizvoljni skupovi, tada je
1) a)A~A;
b) A~BondaB ~ A;
c)A~BiB~CondaA-C.
2) a)AOA;
b)AOB i BO A onda A- B (Geder’i Berritajnovd teorema);
c)AOBiBOCondaAOC.

Teorema 1.2.3(Kantor)Za svaki sNKR{A), gd& je WAY ¢ i A
partitivni skup skupa A.

Dokaz. Akod e f i ni ¢ e nfoA Yf R(A) kad(x) F (i}, x N A,
ondaje f injekcija, tj. A O P(A). Treba dokazatila nijeA ~ P(A).
Pretpostavimosuprotno,da je A ~ P(A), tj. da postoji bijekcija
g AY P(A). Tada zaa™ Av a @@ P A Posmatramo sku@
definisan sa

S={aN A:ae® g(a)}.

Kako jeSN P(A), ag je sirjekcija, postojs M A takav da jeg(s) = S
Tada je mogul e:

A sv S Tadajes® g(s) =S Kontradikcija.
A seo S TadajesN g(s) = S.Kontradikcija.

Dakle,Aé P(A), ¢al O P(A) dajeAN P(A).
y

® Sistem aksioma prirodnih brojeva, kojijeprvipua vodi o i tal i j anski mat e ma
Giuseppe Peano (1858932).

®F.W.Sch? der i1282)1, nemal ki mat emati | ar

"Felix Bernstei(18781 956 ) , nemal ki mat emati | ar
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2. Kardinali kao specijalni ordinali

"Relacija" ekvipotentnost ~ | e refl eksivna, Simetr
tranzitivna (teorema 1.2.1)fj. na prvi pogled ~ je relaja
ekvivalencie. Aamo da svaka relacija ekvivalen
(razbijanje) odgovar ajrazbijakpleliiupa na kIl a
svih skupova nsat &kkoasckef iNeijge gp®j am kar d
broja nekog skupaA (u ozna&i |A]|), kao klasa svih skupova
ekvipotentnih skupw, tj.

Al ={X: X~ A.
Drugim reli ma, zajedni|l ka osobina svih
zove se kardinabst (ili kardinal)
Al i ova definicija nije bag sasvim kore
sM h skupova odnosno, drugalije releno,
skup.Na osnovu ove J|injenice mogemo odma
korektno ako kagemo "relacij a ekvipot e

definigemo samo na skupovi ma.

Prethodna definicija kardinalnogdja za neki skumije korektnani u

aksiomatskoj teoriji skupovaFC,j e r na ovVvaj nalin se uvoca
Novi OSIo Vv N i p o] a noilj u Aksdmatskoj tagriji skupova je

to dasvi objekti sa kojima radimo, pa dakle i kardinalni brojéwidu

skupvi.

Ovajpr obl em [ e b idtoik ala mostai takawpeka s e
koji ekvipotentnim skupovima dodeljuje iste "stvai" dok
neevipotentnim skupovimadodeljujer a z | "stVari"t Zbog toga
uvodi mo sledelu definiciju.




Definicija 2.1 K a g e mje operator Fkompatibilan sa"relacijom"
ekvipotentnosttra k o za svaka dva skupa A i B vag

F(A) = F(B) ako i samo ako A B.

Ak o se avepbratorf albnda se moge korektno def |
kardinalnog broja, tako da se izbegne pomenuti nedostatak.

Teorema2.1 Neka je perator F definisarea proizvoljan skup A na
sl edeli nalin:

FA)= m<zn {a €On:a~A4}

Tada je F kompatibilan sa relacijom ~ . Dakle, operator koji

proizvoljnom skupu dodeljuje najmaniji ordinal, koji je ekvipotentan

tom skupu, kompatibilaje sarelacijom ~ .

Dokaz. Iz teoreme 1.1.1 i 1.1.Qedi dagje operator- dobro definisan

Naime, na osnovu aksiome izbora (odnosno njenog ekvivalenta) svaki
skupAsemoge dob,pa proediotjii t dtakay j edan ord
daje U~ A, tj. skup U~ On: U~ A} nije prazan. Kako svaki skup

ordinala ima minimalni element i skupU{® On : U ~ A} ima

minimalni element.

(+ ) Po definiciji za proizvoljne skupov&i Bv a &~ F(A) i B ~
F(B). Zato jeA~F(A) = F(B) ~Btj. A~B.

(1) KakoA ~ B onda za proizvoljan ordindlv a §+As U~Bpa
imamo

FA)= m<in{(xEOn:a~A} =m<in{a€On:a~B} = F(B).
y

Definicija 2.2 Kardinalni broj (ili samo kardinal) nekog skupa je
najmaniji ordinal ekvipotentan skupu A, .

Al=minf{o:a~A4}.
N 3

Treba naglasitidaek ar di nal ni br o] moge definisat.i

aksiomu izbora.

Definicja23Za neki ordi nal U kagemo da je ka
U=| U] .

Posledica2.1 Za proizvoljan skup A a dA|| = |Al, tj. |A] je jedan
skup kardinalnosti |A|.

Dokaz. Kako jeA ~ |A|, oba skupa imaju iskardinalnost.

10



Posledicaz2 Or di nal U je kardinalUako i samo
vagau.b
Dokaz. Uje kardinal ako i samo ake U [€ i |J je najmanii edinal
takav daJ~ |U.
v

Kardinale [ emo obel egaael.i malim gr|l kim

Lema 2.1 Neka je A skup ordinala takav dafAb . Neka su U =
typgA, <@ if:AY U i zomorfizamiATada je za sve (

f(d) Od .
Gta WWbhge, U

Dokaz.Pr vo | emo dfd)k dCPrtpostavitha suprano, tj.
postoji takawd M A daf(d) > d. Neka jedp prvi element odA takav da

f(do) > dp.
Tada zasveg<dp,dN Avagi

fOd s d
a za sve| Odp, dM A, imamo
fd) f(B) > do.

Tako smo dobili kontradikciju jer za sveg ¥ A imama f(d) < dy ili
f(d>dp, gt o fiAn =l nije ordimal® Dakle, za sve|N Av a § i
fd dO gt o WUhbmdnosod ®ba
y
Teorema22 Neka su A i B dva neprazna skupa.
|A] O|B| ako i samo ako & B.
Dokaz.(+ ) Ako je Al B imamobijekcijef: AY Alig:BY B, i
injekciju a |A| B |koja je identi IAWPIB).preslikavan
Tada jeg™ z 9 f injekcijaiz A u B pa imamaoA O B.
(#1) Neka jej injekcija odA uB. Tada jek = g2 j 2 f " injekcija od p|
u B|. Direktna slikak[|A]] je neki podskup-od PB|.
Neka jeU= type(s; <) i G: Y Uizomorfizam. Tada je kompozicija

Gzk: A

bijekcija, pad| = [J. Kako jes-P |B|, na osnovu prethodne leme

8 Ako jef: X Y Y proizvoljna funkcija iA P X, onda se skup[A] = {f(x) : xN A}
zove direktna slika skupa

11



Tada vagi

y

Definicija24 Za skup A kaage @hajp ekdpotenean
sa nekim prirodnim brojem, tf"n~ ¥)n~A. SkupAjdes konal an
ako nije konal an.

Kako se u ovom r adu Kkhrdinaimma nesa beskona
k onal nsamg napomenimano ¢gse dokazatida su prirodni

brojevi t al no Ukomrdekémn is ek akrodriinsatlii .j edna v
| e ma, koj u navodi moteleme pakasijénooMk u, j er pom
da je skupprirodnih brojeva beskn a| a n

Lema 2.2 Nijedan konal an skup nije ekvipotent.
podskupu

y
Teorema2.3¥ j e naj manj i beskonal an kardinal

Dokaz. Kako je ¥ ekvipotentan svom pravom podskupada na
osnovu prethodne lemienamo da jex b e s k o.rNekh h< ¥.

Tada jeb N ¥, tj. bje prirodan brojpar ne moge bi ti ekvipote

prirodnom broju, jer |ebbemkonal an. Tak

gt o znakardina.aj ¢ ei naj manj i besskonal an ka

sviordinalib<ypr i rodni brojevi, a oni su konal
y

Zbogistorijskog razlogakardinaly s e 0z n afo,@deder grvo s a

slovo hebrejskog alfabetaNaime, dok nisusmatrali kardinale za

specijalne ordinalego je bio kardinal skupar . U daljem tekstu | e
koristiti obe oznake.

Znamo day je (ngmanj) g r annii lor di nal . Modpe mo dokazaf

SuU SVi beskonal ni ka®wi nldieinjognviacjie| n i or
putakoristiti kasnije.

Lema23 Za svakiOyorvdignal U
Id=U1.

Dokaz.Def i ni gemioUfW fB ¥iUpa sil edaelii n:

Kantor je prvi put oznal avag kardinal skupa pri

12



@, ako je f=a;
o(B) = B, akoje w <f<a;
pU{p}, akojef<w.
Funkcijad je bijekcija.

y

Teorema2.3 Sv a ki beskonal an kardinal je grani

Dokaz. Neka jean e Kk i beskontb@mn Prapostaviman a |
da jea naredni ordinal b= U {U}, za neki ordinal Tada jeUO¥
jer u suprotnom bi bil&N ¥ i U {O N ¥ tj. a< ¥ . Dakle,UO¥ pa
mogemo napravitl {BiPkekaeci guoizmptet hodno
lemi. Sledidee=U {3 ~U al i t oU<»Wadpadotia z a
smokontradikciju sa pretpostavkom dagd&ardinal.

y

Definicija25Za skup A fkr@glkmoj daoakdde skonal an
IAlI=¥ . Sk \prbrofivajkee j e konalan il prebrojiv
t. Al O ¥. U s uapgjrakd jeArh, > ¥, onda je skup
neprebrojiv

Teorema2.4 Postoji neprebrojiv skup (kardinal).

Dokazz.Na osnovu Kant or &\P@)|, pageoP{¥¢ me v ag.i
neprebrojiv skup, &[¥)| je neprebrojiv kardinal.
y

Primer: Skup realnih brojeva nije prebrojiv.

Dokaz. Dovoljno je dokazati daeza proizvoljan neprazan prebrojiv

podskupAP s moge nali | eyramr.KakajeAn Dbr oj
prebrojiv moge Asé¢a,:nay.i sat.i u obl i ku
Svaki real an br o] i ma jadan i samo | eda
napisatiuo bl i ku beskonal nogsaebemhonalgnao azl

mnogo decimalnihNekBea,édzana!Gtm'Mfmmit od 9.
decimalnom zapisu broja,. (Dakle, za svakn v a § i a,* id a9 za
beskonal no rkihegfoi ningdeenios arl iezd e | i nal i n:

yn = 0 ako jea," | 0;
V=1 ako jea," = 0.

Tada je Oyoy1 € Yn € jedan decimalni zapisekog realnog brojs.

Na ovaj n a |da sen-ta deomaldeoniestaainih brojevey

I a, razlikuju za proizvoljann ¥ ¥. Kako svaki realan brop, ima

samo jedan decimalni zapis takav @A i 9 za beskonalno mno
indeksak,z a k | j u | wijagzmsvakid ay. Dakle,ye A.

Definicija 2.6 Kardinalni broj skupa realnih brojeva o z nal| av a mo
sac(l i t :&ontnuum).
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3. Transfinitna indukcija i rekurzija

Daje hs kup, moigldn, hitadovagdva uslov
minimalnosti(tj. da svaki neprazan (Podskup On ima minimupa) bi
U nj e mu ushevairpduktivnost?, koj i omogemé ava SpPprovo
dokazaunutar Mk or i st el an a Inalgirkw kojiadtkeijma t i |
u skupuprirodnih brojeva. No, @ je prava klasa. Ipak, i u klasinO
svih ordinalamo&mo koristiti princip koji je analogan principu
ma t e kaairiduk¢ije.To je tzv.princip transfinitne indukcije. @ se
zasni vaojteaems | edel

Teorema3l Neka je 0O neka osobina koja je
ordinale. Pretpostavimo da zaoizvoljano r d i n a | U vagi

(1) Akosviordi nalUi i maju osobinu G, onda i
osobinu 0.

Tada osobinu 0 imaju svi ordinald.@

Dokaz. Pretpostavimo suprotnoda postoje ordinali koji nemaju
osobinud, tj. daje klasa

A={on~ On:Dba (9}

neprazna. Neka je, (jedinstven) minimalni element A koji po
teoremi 1.1.1 sigurno postoji. Tada za sMe< 3 v a g i da i maju
osobinud, ali to implicira na osnovu uslo\d) da i3 ima osobinul,
tj. 0 (%) a to je kontradikcija. Dakle, klaggje prazna i za sveN On

vaagl.
y

Ur e L e A, Wizadgvoljava uslov induktivnosti ako za proizvola® A
vagi sllas A)¢{keA:xWa} P B+ aN B), tadajeA=B.
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Ova teorema | e nadaprmavd | ke pkgpuneadrujkec i j e
prirodnihbr oj ev a. T v r L korumestooadipdlassfavemot al no a
prirodre brojeve.

Mat emati | ka i uwmldioako:iAkoa (0)s za svienovrym

ad(n)t o(n+1)ondaii(n) vaginhE.a sve

Ovu formulaciju ne mogemo direktno kori
j e konal alk,onigbnaa&kit+ 3 =0 {3 konalan ali

postoj i ordi nal ™.dprmulacja teoeem&loen al an (npr .
dobrg z at oje grimenljiva i zaprirodne brojeve i za ordinale

Mogemo primetiti da ne trigd® @& posebno pr
Ib<OO®Vvagi za suwaku osobinu

U teoremi transfinitne rekurzijp o k a z a femo da wuvek pos
takavoperatorF za koji F(U na zadat  n aalisi od toga kako smo
definisalioperatorF naordinalimab < U

Teorema 3.2 Neka je Goperator koji svakoj funkciji f dodeljuje
jedan skup @). Tada postojina ordinalimaj ednoznal no odrelen
opergor Ftakavdaz a svaki ordinal U vagi

F( = G(FIV).

Pre dokaza teoremeogsetimo se da restrikcija jednogeratorana

skup jeste funkcija. Tdako je opeator F definisando zadatogl

t a | opisujefunkcijaF |, j@r ovanedajesamog t aF(bywednostj

nego i to kako zavidF(b) odbu s | b | €A Umi tragi mo takav
za koji F(U) za svakiUna unapred datiG n an" zavisi od toga, kako

smo doke definisaliF, o dnosno t rRkpji madG ntaa ki anv"

zavisi odF |. U

Dokaz. Prvo pokazujemqgedinstvenost. Pretpostavimo dd&j i F»
zadovoljavaju tvrHefRjemiebmameosKakagij e
On (teorema 11.1) sledi da postoji jedan takav ordindlza koji je

Fi(U | FxU dok za sve ordinale < Fi(B) =Fxb).A t o znali

F,|U= F,|U Ali tada dobijamo

F1(Q = G(F1lU) = G(F2lY) = F(0

gto je kontradikcija. )
U nastavku dokaz d defirasanu aa ppimimonf unkci j u
ordinaluU, dobram funkcijomako

Ib < (B)EG( D).

Stav 3.2.1 Za svakiordinalUpost oj i ndoprafunigigf j edn a
definisana nal

Dokaz.Pr et postavi mo da postofgji&nadve razlil:.
U Kako jef; | f, sledi daje skup o~ U: fy(b) I f2(b)} neprazan. Opet

15



na osnovu teoremelllu tom skupu postoji najmanji elementTada
jet i <q(Up=fy(U)t). fijo=f,Jo. Kako suf;i f, dobre funkcije sledi

f1(9) = G(f1|o) = G(f2[0) =f2(9)

gto je kontradikcija.
Dakle,f1 = fz. )f .
Ako za proizvoljan ordinal postoji dobra funkcija onda tu rilciju,

zato gto i,maozmdfiniomg esdan a
Stav 3.2.2 Ako je fy dobra funkcija zdJi b <ohblajei fp = fy b
dobrafunkcija zab.

Dokaz. Treba proveritida a ¢ i
o <fp(p=G(fp| )o

Kako je fy dobra funkcija ti.) b < ) = Gffgb) onda i za

proizvoliano < bv a<gyo)l= G(fgo) i gt o j B W) st o (

G((fgb)| )Jopaz bo g | e d nfpza b dobijansosda jef, = fy b

dobrafunkcijazab. y

Stav 3.2.3 Za svaki ordinalpostoji dobra funkcijdg

Dokaz. Ov a | stav dokazal emo transfinitr
Pretpostavimo da za sve ordindle < podioji dobra funkcijafy.

Raz!l i kuj e ma)Uharemini erdinabl ) agj it nordinat i

a) NekajeU=b+ 1. Defifnagemedel i nal i n:
D(f) =y
15(7) akoy <p,
f)=1/) .
G%) akoy = .
Tadaje

f _{fy akoy < f5,
|\ Jly akoy =B,

t.
f=lfeh o
za proizvoljaro Ob.
Na osnovu induktivne pretpostavke moge
Fo< o) =G(fslo) =G(f ),| 2
gt o z n tdbbra futhkeija paeordinall

b) Nekajesadddgr ani | ni ordinalb. <Tdlda za proi
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b IxU
Definfnggensd edel i nalin
D(f)=U
I o< U f(9) =foea(0).
Na osnovu stava.2.2 za proizvoljam < fagi U
f(9) =f512(9) = (fo [o+1) (9) =5 (9),
pa zataza proizvoljaro Ob < U
flo="flo.
Tada koristeli induktivnu pretpostavku
f(9) =512(9) = G(foral0) = G(f |)
gt o z n bdbbira futhkeija zaeordinall

Dakl e, u fpabdawoljavd fu | < (b)a G(f ), tj. f je dobra
funkcija za ordinalJ,

Konal no, ako primenimo teoremu transf.i
zak!l juliti dapostopjedmstvania dobra furkaifgn a |
Ako stavimo da

F(@:foﬂ(q
onda | i rfFzgadiovw!|l dava jednal i nu
F(O =G(FIU
mo gednmkazati sl il fiuo sklapl aejguzi st enci ju
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4. Operacije sa kardinalima

4.1. Definicija

Prvo | e mmonoviti neke skupovne operacijekoje i emo
koristiti u definiciji operacija sa kardinalima

Definicija 4.1.1 Neka je{A,: oV ({} kolekcija skupova. Direktan
proizvod kolekcij§ A,: oN G}, u oznaci® 55 A,, je skup svih funkcija
f.0Y z4gA, takvi h dia wze@disviako o

Obi |l no, f(oump s f§ panomestof pi ¢ eigo o N {a
Naravno,af, : 9N Gdnije nikakva ti-torka" nego funkcija, tj. skup
ureleni liofpmay@va

/E:)N[]AQ: {angN Cla(i ON G (ng Ag)}

Dakle, direktan proizvod®y 5 A, je skup svih izbornihfunkcija
kolekcije skupova g,: oN (}.

Definicija 4.1.2 Neka su A i B dva proizvoljna skupeadaskup "A
na stepentB"”, u oznacPA, je skup svih preslikavanja skupa B u skup
A tj.

BA={f|f:BY A}.

Teorema4.1.1Za svaki :BRwEgY A vagi
Dokaz.Tr agenu (ibF(A) e R2diejfi ni gemo na sl edel.
zasveBP A

iB) & G

gde gjy@k sr akteristi|BuAt.funkcija skupa

18



Gs(X) =1y XN B,
G(X) =0y x°© B.

Dok agi midnjekcga. j e
Neka suB,CP AiBIi C. Tadazasvakin B C

Ga(¥) G&d(X)
i tako
Gl G

Dok agi misiridia. | e
Ako jefN A2 ondaGiw a1 =13 = T.
v

Sadadajemo definicijus abi ranj a, mno &kadinpldh i stepenov
brojeva.

Definicija 4.1.3 Neka je{a,: oN {} proizvoljna kolekcija kardinalnih
broevag i o9 i o suT&aadvaaqini brojevi
1) Kardinalni broj skupa®s38,0 z n a | idmga, iszavemo
proizvod kardinalnih brojevas,, N & .
2) Kardinalni broj skupaz g ol §f oznal i Mm@ 8,5 a
zovemabir kardinalnih brojevaa,, N & .
3) Kardinalni broj skupa®™@0 z n a | isin@ovemae-ti stepen
kardinalnog brojas.

Da razlikujemo sabiranje ordinaled sabiranjakardinala, zbir dva
proizvoljna kardinal®i a0 z n a | a vwa rmomestaa + a(0znaku

B koristimo za oznal &Vahjgbubkapuranja
mnogemnjgame amesto a A o.
Ni j e tegko videt:i da ni sabiranje ni

prirodnihbrojevay, ti. zasven,m™ ¥ v a gd my» ¥ind mv ¥.

Teorema 412 Sabiranje [ mnognj e kardinal n
komutativne i asocijativne, tj. za proi

c)sad (&e¥Fr(a@alce,
doad (&cfF(&ahce.
y
Teoremad.l.3Ako supwOi Vol gni kardinali, tada
a) 90a4 9l £0ad ¢,
b) a0a4 aa £ 0ad ¢ ,
c) od (o8 g)=(0d 98 (04 ¢).
y
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su @, & i € proizvoljni kar di
a) (00 &
b) aa»aa:(aa)s’
c) o’¢
d) aOa4 o OF,
e) aOa+ £°0¢

4.2. 0Osobine kardinala &,

Tvr L &Bj e
1) .!.o& 20 =20,
2) .!oa =X,
3) 20" = 2.

Dokaz.1) T v slddigznedmnakosty ={0,2,4,é}° {1, 3, ¢é} .
2) Prvo dokazujemo da svakiN ¥A{ O } moge da se prikage
jedinstven nalin u obliku

n=2(2b+ 1), gdea, b .

Dokaz dajemo indukcijom pa. Zan= 1 tvrlLenje vagi, jer
A2 (A 0 + 1). Pretmpommoajvei mioa dsae spvraikkia gber
u datom obliku. Tada razlikujemo dva s

A n=2m Tada je zan < nimamom = 22 (2b + 1), za neke
a, b ¥. Kako jen = 2m dobijamon = 2! (2b + 1).

A n=2m+ 1.Tadaimammo= 2" (2m+ 1).
Dakle, svakin®¥ ¥A{ 0} moge da se prikage u datom
p o k a Jeglinstvenost prikaza, onda smo gotovi
Neka je 2 (2b+ 1) = Z (2d + 1) za nekey, b, ¢, d N ¥. Ako jea >,
ondaje2°(b+1)=(@+ 1), gto je nemogule, jer
jednakost.i paran a desna neparan br o]
ako jea < ¢, dakle imamaa = c. Tada dobijamo 2+ 1) = (&4 + 1),
gt o bddj eDokaz je zavrgen.

Defini gemo s afdvd ¥y rre{8lka kavanj e
f(a,bd = 2 (2b + 1).
Injektivnost preslikavnjd sledi iz jedinstvenosti prikaza
n=22(2b+ 1),

a sirgktivnost preslikavanjd sledi iz egzisgtncije istog prikazalada
funkcijafj e bi j e k ®idjra= b [ prh= v {@}p=i 2o.
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3) Indukcijom pon. Ol i geb' & don Neka jen > 1. Tada iz
induktivne pretpostavke i 2) sledi

.!.on = .!()n-l 5( 0= 6( 20 = Ro.

y
Tv r L edRj2 ZasvakinOlv a § i
1) N3 20= 2o,
2) Na 29= 2.
Dokaz.1) Kak aOsp, &orisEl iO monotonost, dobijamo
20=04 200 NG 2002, 20= 2.
2) KakoOspe koorQ steli monotonost, dobijan
20=10 200N 200208 20= 2.
y

Tvr L edB @% =,

Dokaz. Trebapokazati das{ | =2%.
(O Nekaje x N [0,1) proizvoljan realan brojPosmatrajmobinarni

zapis [0, asa€ aé ], ovog broja x, gde jea | 1 za beskonal no
mnogo indeksa'* Ako realnom broju ™ [0,1) dodelimob e s konal an
niz a;, ap, € , @,6 (gde jea | 1 za beskonalijpno mnogo in

onda smo time definisali jedno injektivho preslikavnje iz intervala
[0,1) u *{0, 1}, pa [0,)] O[{0, 1}|] =2%. Ni j e tegko pokazat:i
postoji bijekcijag takva daa ~¢ [0,1], padobijamo 4 | O2%o.
(O S druge strane, ako proizvolijnom preslikavarfju' ¥{0,1}
dodelimo realan broy N [0,1] oblika x = 0, f(0)f(1)f(2), ondasmo
definisali jedno injektivno preslikavanje iz*{0,1} u s, tj. 2% =
["{0, 1}|Ola .
y

Tvr LAh2Zde
a) cfo=c,
b) NONO =C.

S
Dokaz. a) c¥o = (2%0) °=2%e®%0 = 3% — ¢
b) 1z 2 <go < c sledic=2% <R,% <o =¢.

! postojanje ovog binarnog zapisa proizvoljanx ¥ [0,1) ovde nije dokazano.
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4.3. Osnovna teorema kardinalnearitmetike

Slilno oirdbeakiomal| neg ekpasmdtiathnlked e m

u o p g tprradijinebrojeva. U nastavkul e npovo dokazati jedno
tvrLenhbeskonal ni kojaseaovd osnoana itearema

kardinalne aritmetike. Osnovna j er i ma jednu vagnu posl
sezbir i proizvod dva betswanoal na kardina

Teorema4.3.1 Zasvakb e s k onal| ant.&Oar diagal o
290 9=9 .

Dokaz. Kako na klasi svih ordinala On "rela&lj< ima sve osobine

strikthogd br og wurelenja i kardinal i SuU spec
"relacija" < ima sve osobineh striktnog
kardinal a. Zato mogemo dokazati tvr Lenj
Akojea=vyonda tvrlenje va@ixi Rwetlpmngteavi mo
vagi atakveslar ©a<ao. Treba dokazati dad a=a.

Neka jeA=2ol o TadajeAl=Jpl 2.|]Ol i gl edno dovoljno |

dokazati dag| Oa.
Akouvedeno j edno st r i kWskupaAthkobdar o ur el enj e

(e) lpreda(6Ch, bod)| <o

za proizvoljanilh, bot® Ao n d a AyOm.§%i |
Naime, pretpostavimo da @/j edno stri ktno dobro wur
skupaA koje zadovoljavapreds(&lh, bod)| <. Neka jetypg6a, W=
3 Tadaje GA, Wée 08; N a0 i kako jeA ~ 3 imamo p| = B|. Neka je
G: AY szizomorfizam.Neka jed < 3-pa postojitlh, BN A tako da
G(eh, bo®) = d. Kako jetii zomorfizam onda je poletn
prech(6lh, b®) odA, Wéo dr e L e n s alb, &biizomefantsa m
d i pr e mapredy@bnwd| v |. Pakle,|oreds(lh, bod| =
|dl <epad<a. (Ako bibilod>s2o0nda bid @ gkartimal)|
Konal no,d<#& naesiediaP apazOspalA|=p 30e.
Sada dajemoj edno d o b rW koja rzadtiveljavp e
|preda(6Ch, bed)| <o za nekadlh, betiv A.
Za proizvoljanU<ad e f i nAgg{@snid™ ol o: max{s d = U.
Ol i glAgzdAg=on,akoUi b. Tada vagi:

- Jao
O<K

Na svakomAgneka je gtzv. antileksikografski poredak tj.

o8; dai<pce, 3tiakkoilid<s ili (d=3i3<¢).

2AkojeAWes t ri kt no dobr osepredh@)=¢xn AsxkMa}p, onda
nazivap ol et ni deVgimené L ed @l ement om
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Tada su sve relacijegst ri kt na dobra urelenj a
skupovimaAy.
Pokagi mo sdmbr oa ujlie NekajgX® ApXal n.
Neka jeXo = {dN a:ma(E8; do X)}. Xo I 1 jerXi n,
Tadaje
Ky = m<in {neX,:max {& n}=a}.

Neka jeX; = {dN a:6d, 90N Xz} Xyl M jerXei n.

Tadaje
K1=m<inX1.

p=0a,0jeo0!l i gl edno natfp manji el ement
Ko = minX.

<(l

Def i ni ge nmiWinap-ozrgeld:a k
Ako sudly, bi6y 8, B0 A proizvoljni, onda

&, biOWAD, botiakkomU b<a 8, biON Ay, 0, 0N Agi v a g i
U<bili (U=bi 8, bidi<g &, b).
Dok ag¢gi midgd odbar g eu rAeNekajefRalmaA, Sin,
e =min{y:4,NS+@}.
Kako jeSi n, skup fo: Az Si n} nije prazan. Neka su

By = mjn{ﬂ:ﬂa(a,ﬂ)EAgﬂS}
oy = m<m {a:{(a, By) € S}.

Odavdesemo ¢ e v i j& é&ht Bt najnaanji element skup& u
odnosu nal/

Treba | og Wpadovojjaxwag ©Nekadedlh, bbin A.
Tada jedlh, boBN AyzanekoU<a. Dok a ¢ ipreda@hd B Pj e
(U+ 1 P+ 1). Kgko jeU= max{h, by} v@gU+1iby<U+ 1.
Ako je &d, 36t W db, boty ondaje max{d, 33 r@ax{l, by} pa
d<U+1lisz<U+ 1, a predgdbzdd B [Ui+ 1)U+ 1L). (
Dalje imamo preda(6lh, b® | U® L WU+ I)|. Kakojesgr ani | ni
ordinal (svaki beskonal ni R3,r di nal
onda izU< a slediU+ 1 <a. Iz induktivne pretpostavke sledi + 1f
=U+1|<U+1<s, vagi (¢&).

y

Napomenimo da su ova teorema i aksioma izbora (AC) ekvivalentne.
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Sl edel a | ak b eposedigaerethodne, jer na osndeu
teoreme za proizvoljnadva kardinala od kojih je barem jedan
beskonal an, mogemo od trigjdnot i njihov zbir

Teorema432Za sve kaQydivmalie o, o
96 @=od & max{s,}. &

Dokaz.Neka jesa Oa-Jasnof: &Y al { 0a§ {jdirjekcija pa
(1) 2004 &
Vagijeigal {0y {13 Y0J {1} injekcija pa
(2) oG a0ad o
Sl1 il noey2l ek @} ° ol {1}i h:21 &Y al ainjekcije
(3) a8l =24 a0ad &
Iz (1), (2), (3) i prethodne teoreme dobijamo

a0ad a0ad ala

g.

2l o=a
Anal ogno moga®meadobiti da
y
Teorema4.33Ako su o i o ©Owki©aQak artdcidrmal i da ¢
%= 2= P(9).

Dokaz.Tr agenu jednakost dobijamo ovako

2202020 PBI 9| = P(8)| = 2.
y
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5. Osobineb e s k 0 nkardimala h

5.1. Alefi

Definicija 5.1.1 Ne k a pjoievolj@an kardinal Najmanji kardinal
koj i j e naziealseénarenlrd kamlinalk a r d i n(saKcesor o
kardi malana) &vDaklep sa o

K® = min {):1<k}.
<

Naredni kardinal u prethodnoj definiciji je dobro definisger za
proizvoljan kardinale va §%>982 Nar avno, definicija v
konal ne k as<d,omdad ead la=lo® 1.

Teorema5.1.1 Za pr oi Owo lvjadjesd khainal skupa
svih ordinala kardinal nnost. 9, t]

o = |{3: ]3| =9}|.
Dokaz.| mamo sl edel e:

2 OJ3| akkos O3

|3] <&t akkoa< &f.
Zato
3| =0 akkoa O3< &b

Tada sledi
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{3: =8} ={3:903<al}=2alrg,
S druge strane,
& =(%n9)" o
pa zato
% = firgld @ =max{|ad" g, a}.
Kakoa < & sledi

o = piral = [fz: 3 =8}.

Na osnovu ove teoreme, ako stavimm®day, onda

¥4 = {31 B =7},

tj. najmanji neprebrojiv kardinal je kardinal skupa svih prebrojivo
beskonalnih ordinal a.

Teoremab5.1.2 Neka je A proizvoljan skup kardinala Tada vagi
a) SupA je kardinal,
b) Ako je sup A pDesdsaphal an, onda

Dokaz. Znamo, za neki skup ordinagn aj manj i ordi nal Koj i
ili jednak od svih ordinala iX je supX =" X.
a) Oz n al supm”) sap. Ako © < supA ondas N aza neki
aN A Kako jeaP supAondad o©a Kontradikcija, jer je
akardinal. Zato jejupA| =supA, paje supA kardinal.
b) Oznal i mosupfasaad i Wadd Aizatoa O /.
S druge straned;c|A = Xje44, jer su elementi skup#
kardinali. Dalje, zee-N A je &P ai zatoaOa. Tadaje A P
a+ 1. Kako jes O¥ imamoY,c,1 0ad o+ 1| =’ =a.
y

Kantorova t eor ema garantuj e da posto
beskonal ni h k akakbismoaitleli u definipij.i.1,z& 0 me

svaki kardinasemo § e dmaiigii kardi nal veli od njega
Dakl e, mogemo konstruisati beskonal an rz¢
kardinal ni h brojeva. Nai me, ako rekur zi

P(¥) =¥ i P™(¥) = P(P"(¥)) akon™ v,
tada vagi

T<IP(y) | <P@I<P"t¥) | < ¢
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Unastavku wuvodi mo nove ozMNaake za besko
koristimo ordinale za indeksiranje bes
urelenje:

R0, 21, X2, €y, Ry+1, Xy42, €

Definicija 5.1.2 Def i n opgratonayz a pr oi zvoljan ordina
transfinithom ekurzijom:

A 20=Y.
A Ne k a >j0é prethostavimo dasmo s, definisali za svaki
ordinal b < U . Nesgamaj manj i kar djeg nal 9 taka

2> 2; za sveordinaleb< U .

Ova definicija ima smisla zato gto tak
osnovu teorem5.1.1i5.1.2
Uobil ajeno je da se taj niz kardinal a,

obelej ava sa
YOa Yla YZa é XYa YY+11 YY"‘Za é

Teorema5.1.3
1l) 29 e beskonal an kardinal
2yZa sve ordinal ebUojeds&kevagi @ ako je U
3y Ako j e U g rtalaeydsapi{e,:dcdi nal
4) Za svaki sr=dtgh,d.lec ¢ ngjneanji kardinal
vel iag od

Dokaz.Tvr Lenja pod 1) i 2) 8l2. direktna pos

3)Ako jeUgr ani | n bndeoizbe Usledib + 1 < Ui naravno
U> 0. Tada za proizvoljah<Uv a ¢ i

sup{2,:9< U Ogp:1> 25,

Na osnovu prethodne teorersap {2, : b < 3 je kardinal pa zato )
sup{2s:b< j e naj manj iz, akabrdi nal veli od

4) Ov o Dpetrsledeindefmicijée.1.2.
y

Teoremab.l4Za proi zvoljan beskonal an kardi n.
UOs takaweyda je o

Dokaz. Transfinitnom indukcijom.
le=x.Tadao=20i0<¥ =a. .
2 @ = &. Iz induktivne petpostavke sledi da postdjl < a-takav da
o=23Tada vagi
9= = (R)f =2y

prema prethodnoj teoremi, i
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U+ o+ D<ot = o

3e@je granilni Warsupi{m:ae) <o} Nakia | e
pretpostavke i i nduktivne pretpostavke

U=sup{b: 2, <8} sOp{e<a:aje kardinal} =s,

iUpe granilni ordinal. Slil no,
9 =sup{a<a: aje kardinal}

=sup{®s: 25 < 8}

=sup{#:/ <U
:xo_

Poslednja jednakost je ha osnovu teorémes.

y

Definicija 5.1.3 Bes konal an k ar darednakardimal se nazi va
ako=a za proi zvol Uasuprotkomytd akem aie o .

nar edhnQ,zoveisgreani | ni. kardinal

Za kardinal 9 se kage da je jako grani/|
la<a %<@.

Mogemo primetit:i da svaki jako granil n

kardinal,jer za svaki kedinalawv a g i
# O %2

Na osnovu mthodniht® r e ma mo gemozazwaki | j ul i t i da
ordinalU
A 2gje narednkardinal akko jeJnaredni ordinal,
A 25je granilni Ugmadi hal ak#8bnpk.

Tako na primergoi 2, S U gr angleni &, d aknaredni
kardinali.

Ovde | og maspramdniroidimat koji su i kardinali jedino
prirodni brojevi.

5.2. Drugo hebrejsko slovo:r

Videli smo dase prvo slovo hebrejskog alfabeta koristi za

oznal avanj e beskonal nih kardinal a. A
alfabetar (| i t abetpj:e r ezer vi sanme szkao ncaz ma |lhav an |
kardinala koj eéafiiemo sl edeloj definiciiji
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Definicija 5.2.1 De f imoi giekur zi jom niz beskonal nih
A DOZNO;
A 3a+1:2:"(1.
Na ovaj nalin smo dobili ni z beskonal ni
Mo, M1, 2, é
koji su, respektivno, kardinali skupova

¥, P(x),PP(¥) ) , &

Ov aj beskonal an niz beskonalnih kardine
smo uveli alefe.
Tada wa=g.iKantbmvateorema implicradazasveyv a g i

rn<rn+1.
Akojeagr ani | ni o,=sup{npali<s}. onda

Kako ne postojixoikla/raobﬂl@ai. Komeée 5w el i
transfinitnu indukciju dobijamo da za sve ordindle

rgOes

5.3. Kofinaln ost

Definicija 5.3.1 Neka jetA, Wastriktnou r e L e n PsA.u pK a g eBmo
da je Akofinalan (eng. cofinality)sa B ako

I xN AmyN B xWy.

Na primer & 9 <aje kofinalansa~y, ili¥ + 1 =¥ {¥} je kofinalan
sa{¥}.

Teorema5.3.1 (Hauzdorfovad® teorerpa) Proizvoljanstriktnou r e L e n
skuptA, Wde kofinalansaskupomBOA za koji vagi

A BW§e dobro urelen,
A typgdB, WHO|A|.

Dokaz.Neka jeW strikthod o br o ur e Rtekofae s kup a

typeGA, W3 = A

3 Felix Hausdorff (18681 942) , nemal ki matemati | ar
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Neka je
B={yN A:l z8 A yWzi+ yW Z.

Sada | e maajpskiprekafinalan seB.
Neka jexN A. Tada tvrdimo da je

Yo=min{z€4:x 2z}

elemenat skupB.

Ako jezN Ai yo Wzondax Wzi tada zbog izbora elemenyav a ¢ i
yo W z Taday, ™ B.

Sadl e mpakazatd a s u d v\&i Wuistaend skupiB.a

Neka suy, zN B i pretpostavimo da jg Wz 1z definicije skupaB

sledi day W z Zato jeWstriktnod obr o ur eBienj e skupa

type((B, W= type(eB, W8  type(dA, W e = ]A.

Definicija 5.3.2 Neka jeGA, Waproizvoljan striktnour elLen skup.

Naj manj i &ojije @ akKofinatan gaaekinstriktno dobro
urelenim podskup o senaivakofindlmost sklipa o g
AWaG oznal@wWa sa cf

Dakle,cf(éA, Wh=3akosusd e | i zadovolgeni:i

A A, WikofinalansanekimB O A,
A Bjestrikthod obr o ,ur el en

A typg(eB, W =3,
A 3je najmaniji ordinal sa prethodnim osobinama.

Dobra definisanostcf(6A, W za nekistriktnour elLen skup
prethodne teoreme i vagi

cfeA, WHO | A .

Ako su @A, Wai 6A", W& izomorfni, tj. 6A, Wae &, Wa tada

tipa

sl edi

ol i g lcfér) \Wdo=cf(6A’, Wo). Zato ima smislastlel a definicija

Definicija 5.3.3 Neka je 3 proizvoljan ordinal Tada kofinalnost
ordinalazo z nal i ()i togeaordind c{cA, W gde jedA, Wa

takavstriktnodobrour e L' en s k u @A, \Wi=3v aAf\Weet vy p e

0B Y 501

Nije t e g ktib dagercf{cdnWe = 1 ako i samo akéd, Waima
poslednji element. AkéA, Wénema poslednji elementd | n, onda
cf(@ds, W ¥O
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Primeri:
a) cf(n=1akon>0inN 7,
b) cf(¥) =,
c) cf(xy) =", jer jetry, <akofinalan saf,:nN v}.

Unastavkd e mhoe st o k ar defincijut i sl ed

Definicia534 Neka je 3 proizvoljasa ordi

A regularan, ako je ¢8) = 3->1,
A singularan, ako jd <cf(3) <3 .

Primeri: ¥ je regularanyyy i ¥ + ¥ su singularni, aln™ ¥ i ¥ + 1
nisuni regularnini singularni.

Teorema5.3.2 )
1) Za proizvoljan ordinabkl 0, c{3) jeili 1ili regularan ordinal.
2) Svakiregularanordinaljp es konal an kar di nal

Dokaz. 1) Ako je 6A, Wi striktno dobrou r e L e nC GEQuAp A
kofinalan saB i B kofinalan saC, onda je iA kofinalan saC. Tada
sledi

cf(6B, W)  ci@A, Wb).
Neka je sad& takavstriktnodobrour eLen skup da
type(dA, W =3
Uzmimo da
b=cf(3) > 1.

Birajmo jedan striktno dobro uel e n BkQu A takav daje
typg(B, WB) = b i Aje kofinalan s&B. Tada je

cf(b) =cf(6B, W) ci@A, W =b.
Kako ol i gcf(t® doroame a § i
cflb) =b>1
pa zato jecf(3) = b regularan ordinal.

2) Nekaje U regularan ordinaltj. cf(U) = U> 1. Tadana osnovu
Hauzdorfove teoreme

cf Uhi|Jl Uo
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Dakle, J=Ua t o z rJkdrdinalde jm@ ge da bude konal a
jer bi efdaOvhagil o
v

Ova teorema implicira: ako @g<¥;gr ani | n ondagjecfi=n a |

v, t . svaki pr e b jeokpfinaban sarnekim | ni ordin
podskupom ordinalnog tipa.

Videli smo da nije svakiégs k onal an kar di majé regul ar an
singularan.

Posledica5.3.1 Svaki naredni kardinal je regularan.

Dokaz.Znamo dges v a K i beskonal ni kAko di nal gran
jeagr ani | nondageited<tkofmdlan saA P 3ako i samo ako
je
* A=SupA=3:
Neka je sada = & za proizvoljareO¥. Tadajeegr ani | ni or di nal

Pretpostavimo dge

AP ai typg6A, WY <.

Tada jeA| <sizato|A| a@a |l j e, 3] vagy proizdokars| A.
Zbog toga vagi

IsupA| ‘@] FGea<s,

pa zato je
sup A<a.
Sledi das nije kofinalan s&\.
y
Nije svaki regularan kardinal naredni kardinal, nprje regularan
grani | ni kardinal . Postavlja se pitanje

kar di nal v? Takeillardinab de nazivajislabonedost i gni
kardinali Ako zaslabon e d ost i g awnaidslede di ruasll ov

I a<a(2®°<9)
ondasegovoripako nedostignom kardinalu
Dakle,i ma mo géfieiafue | u
Definicija 535 S| ab o n e d o s sungpnebrojik eeguldrnin a | i

grani | ni kardi naljiak(oHamuesdogtfadg nil 9k0a8r. di, n
neprebrojivi regul arni jako granilni k a
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Sledela teor emacfla ajza jbeckakdnac@a$ aimi nu

Teorema533 Ako je & proizvol jondajebeskonal an
cfeggnaj manj i or demoagle W,alza fddaed:ikardi nal a
3< U, takav da

ZK;Z:K.

é<a

Dokaz. Neka je U najmanji ordinal sa datom osobinom. Prvo
dokazujemo dai Ocf(a). Neka jeA P o takav skup dge typg@A, <6

= cf(a) i 0, <t je kofinalan saA. Kako smo videliu prethodnoj
posledicjv a ‘gA=a. Zato

K< 1<K’ =x,

tj. vagi
K=Z|¢1.

Kako je §{ <9, ako jes< 3, onda dobijamo
U Otypg(@A, <§ = cf(a).

Dokazuj e maf(e)d ailKaka jgdf(e) isO0 u dokazu mogemo
pretpostaviti da jai < a. Birajmo jedartakav niz kardinalad,.: 3-< U}

za koji je
;<9 ako jes< 1,
i
K:Z Kéc.
&0
Neka je
A= {8 3<l}.
Tvrdimo daje 0s, <0 kofinalan saA. Ako ovo ,ondabibi vagil o

postojao ordinat| < @ za koji jeA P d. Ali tada bi bilo

D k= lnl®ld] < x

&o
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zbog pretpostavke o ordinali Stigli smo do kontradikcije, i tako
stvarng o je kofinalan saA. Na osnovu relenog u dokaz
5.3.2 imamo

cfe) ciiA, <d).
S druge strane, iz Hauzdorfove teoreme sledi
cf(eA, Wi  AD tdedh, <§|=[ 00

Dakle,cf(e) 0O
y

Teorema 5.3.4 Ako je (A, WA proizvoljan striktnour elLen skup,
B, CP AiAjekofinalan i sa B isa (bnda je

cf(cB, W§ = cf(6C, WB).
Dokaz. Neka sucf(®B, W= bi cf(éC, Wh=o0. Zbog simetrilnost
dovoljnoje pokazati da je Ob. ) )
Po definiciimo gemo birat BiOtBa&kk®@E€dagkupove
type(eBy, W=D i typg(6Cy, W =0,

B je kofinalan saB; i C je kofinalan saC;. Tada jeA kofinalan i saB;
isaC;. Nekajefj edna takva funkBiija |iji je dom

fx) = mjn{ye Ci:x2y}

Funkcijaf je dobro definisana jeA je kofinalan saC;. Tada jeC
kofinalan i s& [B;] jer za proizvoljare™ A postoji takaw N B; da

ZWxWF(X) N f[Bq].
Zatonaosnovu el enog vagi
type(&f [B1], Wi 2.0
S druge strane, zbddB;] P Cyv a tygdd [Bi], W) o,(a sledi
type(df [Ba], WO =2.
Neka je sadg takva funkcija da Of) =f [B,] i
2) = min {x : fix) = y}.
Tada funkcijag strogo monotono preslika¥dB;] u B; i zato je

o=typg(df [By], W)  tyPe(eBy, Wi=bh.
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Posledica.32 Ako | e @ gr,a)ndaspmdgekarradl'iin ajledan
strogo monot onoa{pas<ti@}takavida z kar di nal

K:=K.
{<eflr)

Dokaz.Akojeag r ani | n,jond& ja kofinalan@d skupom
A= {a<a: aje kardinal}
zato gto zdgavpargoii zvol j an
< Bff <a.
Zbog togana osnovu prethodne teoreme
cf(GA, <0 = cf(a).
Neka jeB P A takav podskup dpe A, dakle onda & kofinalan saB, i

typgB, <0 = cf(s). Neka jeB = {a, : 3 < cf(8)} jedno strogo
monotono nabrajanje skup& ordinalnog tipacf(s). Kako smo to

mo g e

videli ranije, tada vagi
KZZKQZ.
&<efl)
y
Na osnovu prethodnih tievei(2b) e of() a
akojeUpr oi zvol jan granilni ordinal
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6. Stepenovanje kardinala

6.1. Problemi sa stepenovanjem

U t r edglavijuvideli smo u dokazu osnovne teorearitmetike

da zbir i proizvod dva beskonalna kardi
ovoj glavi se bavimo spenovanjem kardinala, tj. ispiamo kako
mogemo dobitia&wdeeemostdai ovazhalovodi do

problema. Do sada samo znamo, na osnovudfawe teoreme, d2°

> 3. Iz ovogrezultan samoz n a mo z dakinjeu Imotgie da bude
jednak sas. Zato se odmah postavlja pitanje: da It je& | jedrakost

2°=gi?

Mat e mat iobkehnoiispitivali osbine kardinatd’. Poznato je

da je kardinalnost 2% kup2 . Robled ni h broj ev
koji pita: Sa kojim kardinalom je jednake®? zove seProblem

kontinuuma Tv r L e nj &% =kazovg¢ seKontinuum hipoteza

(CH). Sl i| no, dalakle,imalodajeor di nal

A

Uopgteni p r o b pite & kéjim kardinaamujenjadnak

2%2Tvr L enj2&=xj ase goeeU o p ¢ tkantinaum hipoteza

(GCH)™.

Ove problemge postaviov e | Kraa tkrajw XIX. vekaKako dugo

viememank o ni j e u srpeefoevi peoblanzal stekli su

ub el e rs¢te pitahjmne moguo d | tiuid goznatih pretpostavki
(naivne) teorije skupovde r e gi vost ovi h osnovnih prob
najveli uticaj na razvijanje aksiomat sk

1 eng. Continuum hypothesis
1% eng. Generalized continuum hypothesis
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K. Gedelje 1939 g. pokazaodaseGCH ne moge opovrgnut.
aksiome teorije skupovdF (odnosnoZFC). Preciznije, to znal
ako iz ostalih aksiomaret i g e mo d o,okdane dabirda kci | e
kontradikcijuni ako GCH dodamo ostalim aksiomama.

Dakl e, dvagi est ema.

Teorema6.1.1 (Gedel®) GCH je saglasna sa teorijordF, tj. ako je
ZFneprotivreIlFr@CHnepdatjerel na.

v
Tek je 1963g. P. Koenpokazao daset v r L28rR,ene moge ni
dokz ati 1z aksiome teorije skupova, t]

Teorema6.1.2 (Koen'’) Ako jeZF neprotiv e | onda je iZF +PCH
neproti vr el nCHjendzavienaadF tearijmskypova.

y

Kasnije su njegovim metodom dokat da ni to ne vodi do
kontradikcije ako pretpostavimo dge kontinuum ¢ "proizvoljno

veliki". Gta vige2¥ijgtedal™iooakngek | j ul i vanj e
cfe)=¥, ¢gto I emo i mi dokazati

Dakl e, na osnovu rel enog moge se prim
t eor e ma, bknojtvadleon epgotnoa g a @) W nastaxku a z a
I'emodokazatidva]aj'vaogjnitjiah tvrLlLenjenoi Konal no, p

t o da p o mo kmg ako gretpbstavima @Cbdnda vrednost
izrazaruvek mogemo odredit.i

6.2. Kenigova teorema

Teorema 6.2.1 (Kenig®) Neka su{a : 3~<VL} i {8s:3< U dve
kolekcijek ar di nal xazak e vk i Fada vagi

Si<[]
<a <a

Dokaz.Oz nal i mo @a& proiavod saa. Birajmo u parovima
disjunktne skupove,tako da

UL{ =1

<a

ILs| = o

1 Kurt G°del (19061 9
" Paul Cohen (1932 0
BKRni g Gy il

8), amer i duktrijskompoteldamat i | ar
7), ameril ki mat emati | ar

78)
07)
%l )1,84mMal ar s ki mat emati | ar
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Uvedi mo i sl edelu oznaku
K:M§<a7€§.

T ada Ky=s.griebaldokazati daM a:

Pretpostavimo suprotno, tj. @aOa To znal i da postoji t 8
L P ai takva funkcija f dav a ¢ i~ K. Tadabijekcija f svakom

elementux ¥ L dodeljuje jednu funkcijd(x) iz K. Sliku funkcijef(x) u

talgd@dznal ifX)Q®. s a )

Nekas ada def i K.zapmimvoljarsklUnm sl edel i nal i n:

Ke={f(X)(3) : xN Ly, L}

Kako je .
L, LI L=dk<a,
tada sledi
Kol <8,
pa mogemo zakl juliti
o e3“/\I<3“|"n1
za svaki-< U,

Posmatrajmo jednu funkciju izbofat a k v u  @3pN oy ld,,0ako
je 3< U Tada ova funkcijdi pripada skuptK.
Tvrdimo da

Gl f(x)

za proizvoljanx ¥ L. Stvarno, akax ¥ L onda, s jedne strang,"
L., L zanekiz<Uizato je

fOAE N K,
a s druge strané(3) ® K,i zato je
@ (.
Tada sledf(x) (il Dobili smo kontradikciju, jer funkcijd preslikava
lIZ_)r:]aal}((.Ie, pretposta®y&a je netalna, 1 tada

y

NapomenaNi j e t e g k oje Kantayvovaeteoreina sgiilan
sl ul aj Ke n i, gdmosmo ddeeprethosimaeteorema jedna
generalizacija Kantorove. Naime, ako stavimosgla 1 i 8, = 2 onda
dobijamo Ysq1 = |d i [162 = {f | f: OY Ug,{0,1},13< U
f(3 v {0,1}}| = [40,1}| = 2", pa dobijamo poznatu Kantorovu
nej ediJxl nu
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Posledica6.2.1. Akoje{as:3<U strogo rastul.i niz kardi

j e U granigrfi toarddai nvaalgii o
S
{<a {<a
Dokaz.
Yo« [Toer =[]
{<a {<a {<a
Prva nejednakost sl edi | Ba<kKQ,Ni gove teor
gde jex< U, Druga nej edogaal i na sl edi Iz

ako sug; d< Uizl dondajes+ 10+ 1Lisz+1<U
y
Posledica6.22. Ak o j e @ proizvoljan beskonal an
@ >a
Dokaz. Ako je a regularanonda

@ =50 °2s.

Neka je sada singularanTadajesgr ani | ni ordinal, [ zato
posledices.3. 2 postoji str ogewascxydidaul i niz kard
K= Z Kf.
{=efli)

Mo gemo pr e togrd.sTada poipasledié®.a sledi

K< 1_[ Krf Sch(K)

&<eflk)
y
Posledica6.2.3 Nekasws kardanal i , za OkojOB.avagi da o
Tada je
cf(e®) >a .
Dokaz.Po petpostavci&®j e beskonal an kardinal. Tada

posledice sledi
(/'LK)Cf(/lK) > /'LK

Znamo, ako j& Os, onda
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Y = O = g
Tada je
JH®A) ( ;bx)cfu") > )%

gto implicira

cf(e®) M a.

y

Specijalan sl jgedaaj ovog rezultata

cf2™)  xj,
g tinpliciran pr . s | ezdaekilij uvl aagka n

MR,
jer jecf(R,) = X, (primer pod c) posle definicij.3.3).

Dakle, ako za proizvoljan kardinalv a ¢ icf(e)d=&,,onda mo g e mo
zakljuliti da

al 2%=0),
kakosmotove pomenul i na.poletku poglavl ja
Na osnovu AC odnosno njenog ekvivalenta, tjisda v a k i skup moge

dobro urediti, vrednost kardinatge 2 za neki ordinall ali sene zna

za koji U Iz Kantorove teoreme sledi da nije= 0. Kako smo videli,

pitanjeda li jeU= 1 (t. CH)je n e r etépiewe Gédela i Koenpa U

name si st emu aksioma to tvrLlLenje s e ne
opovrgnuti.

Naj vagni jca teommes Kengd,gt o s e blemal e Pro
kontinuuma je dasigurno znam® nekim kardinalimala nisu jednaki
sac. Naravno, s tim rezultatonatj problem nije regen, S

mogul noskl j .uJamenma ne daje nikakvu instrukciju za
odrelivanj e vr e fSstemsksiomZk®torte zna dau ma
od!l ul i

Posle Koenovog rada Solovdyje pokazaodac mo ¢gda bude bilo )
koj i kardi nal | odjgga j € kofinalnost vela

Y Robert Martin Solovay1938 ) , ameri | ki matemati | ar
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6. 3. B & Hauzdorfag jTarski - teorema

Sledel a teor ema t v doneakadvrmadneonmd dar a
i zralunamo pditkbu vrednost.i

Teorema 6.3.1 ( B e r migHaazflorfi Tarskf) Neka su o i @&
kardinali Qra ik 0] @. Tedaigi cd

KA:(ZTA)®K

g d €t rOpd kardinalima.

Dokaz.aoO 1, zato zbosmomamgtagnostgii step

K+ (z ™ ® «.

Po definiciji 8” je kardinalnost skup& svih funkcijaf: &Y a.
Dokazalemo da vagi jednakost
g = Ulcf.
<k

Jasno, skup na desnoj strani je podskup skupa na levoj strani. Neka je

f v 4. Kodomen funkcije f, Koj i ozn@)jemdan sa Kod
podskup odb, koji imakardinalnostin a j ‘e iKakeje o< cf(s), tada
po definicijicf(e) v a @,i<ange&ofinalan s&Kod(f) . To znali da

postoji 3 < o takav da ne postoji nijedddiz Kod(f) das< U tj. za
svakiUN Kod(f) vOgipaf® % Dakl e, mogemo zakl juli:

skup na levoj strani podskup skupa na desnoj stram,paji j ednakost
izmelu ta dva skupa.
Konal no, prelazeldi na kardinale, zavrgi
N BN
<k <k

= Y dele i -dI=() Hex

<K,
7 kardinal

y

Sada dajemo jedan primer za primenu ove teoreme, kopige
original na ftgnovatedrame.i j a Ber ng

2 Alfred Tarski(19011 983 ), ameri |l ki matematilar poljskog
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