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Predgovor 
 

 

 

 ĂBeskonaļnost! Nikad nijedno pitanje nije tako duboko 

uznemiravalo duh ļoveļiji (é) i nijedan pojam ne zahteva bolje 

razjaġnjenje nego beskonaļnost.ñ 

Tako piġe Hilbert o beskonaļnosti.  

Teologija, filozofija i, naravno, matematika se bavi sa 

beskonaļnoġĺu, koja je jako problematiļni pojam u svim tim 

oblastima. U toku istorije veliki mislioci su probali razjasniti: ġta je 

beskonaļnost? 

Jako je interesantno da veĺ ġestogodiġnja deca u zabaviġtu razgovaraju 

o takvim stvarima. Ovo je moje iskustvo, zato ġto sam jednom 

prilikom ļuo da je glavno pitanje u njihovoj maloj diskusiji bilo je 

sledeĺe: ĂDa li je beskonaļno jedan broj?ñ. Naravno, oni su za 

nekoliko minuta reġavali taj problem. Svi su dali svoj odgovor na to 

pitanje, tj. da ili ne (neki su i objasnili, zaġto), i otiġli da se igraju. 

(Napominjem da je najviġe od njih tvrdilo da je beskonaļno jedan 

broj!) MeĽutim, mi znamo da nije tako jednostavno objasniti pojam 

beskonaļnosti. U matematici beskonaļno ļesto oznaļavamo sa 

simbolom Ð. 

Veĺ je Aristotel razlikovao dve vrste beskonaļnosti: 

potencijalnu i aktuelnu. 

Potencijalna beskonaļnost je bila poznata i u matematici. Na primer 

niz prirodnih brojeva je u takvom smislu beskonaļan: jedan proces 

koji se moģe beskrajno nastaviti. A govorimo o aktuelnoj 

beskonaļnosti ako na primer mislimo na celinu (skup) svih prirodnih 

brojeva, koja je jedna zavrġena stvar. Oļigledno da postoji razlika 

izmeĽu te dve beskonaļnosti. Aktuelna beskonaļnost je izuzetno teġko 

priznata od strane matematiļara. Georg Kantor
1
 je uradio veliku 

inovaciju u matematici s tim da je uveo aktuelnu beskonaļnost i 

izradio osnove teorije skupova. U tadaġnjem vremenu mnogi su bili 

skeptiļni ġto se tiļe Kantorove ideje, ali njegovi sledbenici su pokazali 

da su ove misli opravdane i taļne.  

 U ovom radu bavimo se beskonaļnim kardinalima i videĺemo 

da se oni mogu smatrati za uopġtenje prirodnih brojeva i kao takvi, oni 

su beskonaļni brojevi u teoriji skupova. U nastavku ĺemo napisati 

jedan kratak pregled onog ġto je uraĽeno, uz napomenu o oļekivanom 

predznanju. Radimo u Cermelo
2
-Frenkelovom

3
 sistemu aksioma 

(oznaka: ZF sistem)  sa aksiomom izbora (oznaka: ZFC sistem). 

Aksiomu izbora skraĺeno oznaļavamo sa AC.  

                                                 
1
 Georg Cantor (1845ï1918), nemaļki matematiļar 

2
 Ernst Zermelo (1871ï1953), nemaļki matematiļar 

3
 Abraham Fraenkel (1891ï1965), izraelski matematiļar nemaļkog porekla 
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Ovaj rad sadrģi ġest poglavlja. 

 U prvom, uvodnom poglavlju navodimo sve pojmove o 

ordinalima i ekvipotentnim skupovima, koji su potrebni za definisanje 

kardinala. Od ļitaoca se oļekuje da zna osnovne pojmove o 

ureĽenjima, naroļito: pojam striktnog, dobrog ureĽenja i izomorfizma. 

 U drugom poglavlju definiġemo kardinale pomoĺu ordinala i 

dokazujemo neke osnovne teoreme, koje koristimo u daljem tekstu. 

 U treĺom poglavlju dajemo dokaze teorema transfinitne 

indukcije i rekurzije. Ove dve tvrdnje su jako vaģne, koristimo ih viġe 

puta. 

 U ļetvrtom poglavlju definiġemo operacije sa kardinalima. 

Navodimo osobine tih operacija i dokazujemo osnovnu teoremu 

kardinalne aritmetike. 

 U petom poglavlju navodimo osobine beskonaļnih kardinala i 

definiġemo jedan vaģan operator: kofinalnost. Ispitujemo najvaģnije 

osobine ovog operatora.  

Za jednoznaļne korespondencije, koje se ne mogu smatrati 

funkcijama, zato ġto nisu definisane na skupovima, koristimo termin 

operator. Dakle, ako svakoj stvari x jednoznaļno dodelimo jednu stvar 

F(x), onda korespondenciju F nazivamo operator. 

 U ġestom, ujedno i poslednjom poglavlju bavimo se 

problemima stepenovanja kardinala. Dajemo dokaz dve najvaģnije 

teoreme, koje neġto bitno tvrde o stepenovanju. Navodimo i ġta je 

problem kontinuuma i uopġteni problem kontinuuma. Na kraju kratko 

navodimo neke novije rezultate kardinalne aritmetike. 

 Verujem da s oznakama neĺe biti nikakvih problema, ali ovde 

ĺemo istaĺi ono ġto bi moglo da izazove nejasnoĺe. 

Simbolom Ṗ oznaļavamo podskup bez ograniļenja, a simbol Ṓ ne 

dozvoljava jednakost. Uglastim zagradama ἂĀ,Āἃ oznaļavamo ureĽeni 

par. Simbolom ḙ oznaļavamo izomorfizam. Ako je A jedna kolekcija, 

onda sa ẕA oznaļavamo skup {x : yɱ (x  ɴy  ᷈y  ɴA)}. Kraj dokaza 

leme i teoreme obeleģeni su znakom ƴ. 

 Ovom prilikom bih ģeleo da se zahvalim svim svojim 

profesorima i asistentima na pruģenom znanju tokom studija. Posebno 

bih ģeleo da iskaģem zahvalnost dr Rozaliji Madaras-SilaĽi, mentoru 

ovog diplomskog rada. 

 

 

 

Novi Sad,  jun 2010.     AnĽal Andor 
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1. Uvod 
 

 

1.1. Ordinali  
 

Definicija 1.1.1  Za neki skup A kaģemo da je ordinal ako vaģi: 

Á iz x ɴ  A sledi x Ṗ A (tj. skup A je tranzitivan) i 

Á relacija ɴ A = {ἂx, yἃ  ɴAĬA | x ɴ  y}  je striktno dobro ureĽenje 

na skupu A. 

Ordinale ĺemo obeleģavati malim grļkim slovima Ŭ, ɓ, ɔ, ŭ, ɝ ... 

Tada, ako nam je dat neki skup Ŭ, onda da bi Ŭ bio ordinal, treba 

proveriti da li ima sledeĺe osobine: 

1. za sve x  ɴŬ vaģi x Ṗ Ŭ; 

2. za sve x, y, z  ɴŬ vaģi: ako x  ɴy i y  ɴz onda x  ɴz; 

3. za sve x, y  ɴŬ vaģi taļno jedan od sledeĺih relacija 

x  ɴy ili x = y ili y  ɴx; 

4. svaki neprazan podskup skupa Ŭ ima minimalni element. 

Na primer, sledeĺi skupovi su ordinali: 

,ɲ { }ɲ, { ,ɲ { }ɲ}, { ,ɲ { }ɲ, { ,ɲ { ,ɲ{ }ɲ}}, é 

Primetimo da su svi ovi navedeni ordinali (sem )ɲ oblika Ŭ  ᷾{Ŭ}, za 

neki ordinal Ŭ. 

Definicija 1.1.2  Za ordinal Ŭ kaģemo da je naredni ordinal ako za 

neki ordinal ɓ vaģi 

Ŭ = ɓ ᷾ {ɓ} . 

U tom sluļaju piġemo Ŭ = ɓ
+
 ili Ŭ = ɓ + 1.

4
 Ako ordinal Ŭ nije naredni 

i Ŭ Í ,ɲ kaģemo da je graniļni ordinal. 

                                                 
4
 Ako piġemo ɓ + 1, tada je reļ o sabiranju ordinala, kojim se mi ovde neĺemo 

baviti. 
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Kako ne postoji skup koji sadrģi sve ordinale odnosno, ġto isto znaļi, 

kolekcija svih ordinala nije skup, govori se o klasi svih ordinala i ta 

klasa se oznaļava sa On. Na osnovu definicije ordinala, osobina "biti 

ordinal" je osobina prvog reda u ZF teoriji skupova, tj. postoji formula 

prvog reda koja znaļi: "Ŭ je ordinal". Skraĺeni zapis te formule je       

Ŭ ɴ On, koji ĺemo koristiti u daljem tekstu. Po dogovoru, za ordinale 

Ŭ i ɓ umesto Ŭ  ɴɓ piġe se Ŭ < ɓ. To moģemo shvatiti kao da smo u 

klasi On definisali "relaciju" < na sledeĺi naļin: Ŭ < ɓ akko Ŭ  ɴɓ. 

Zbog toga ġto On nije skup, nije korektno reĺi "relacija" < jer, rekli 

smo, relacije definiġemo na skupovima. 

Detaljno ispitivanje osobine ordinala i dokazivanja teorema o tim 

specijalnim skupovima nije tema ovog rada. Zato ĺemo tu samo 

navesti, kako smo rekli ranije, najvaģnije teoreme, pomoĺu kojih 

moģemo da stignemo do definicije kardinala. 

 

Teorema 1.1.1  Na klasi svih ordinala On "relacija" < ima sve 

osobine striktnog dobrog ureĽenja tj. vaģi irefleksivnost, tranzitivnost, 

trihotomija i svaki naprazan podskup On ima minimum. 

ƴ  

Lema 1.1.1  Neka su Ŭ i ɓ ordinali. Tada  

ἂŬ, Ŭɴἃ ḙ ἂɓ, ɓɴἃ ᵼ Ŭ = ɓ. 

ƴ  

Teorema 1.1.2  Za striktno dobro ureĽen skup ἂA, Ẅἃ postoji taļno 
jedan ordinal Ŭ takav da 

ἂA, Ẅἃ ḙ ἂŬ, Aɴἃ. 
ƴ  

Definicija 1.1.3  Za striktno dobro ureĽen skup ἂA, Ẅἃ oznaļimo sa 
type(ἂA, Ẅἃ) jedinstven ordinal Ŭ sa osobinom ἂA, Ẅἃ ḙ ἂɻȟ ɴAἃ. 
Ordinal type(ἂA, Ẅἃ) zovemo ordinalni tip od ἂA, Ẅἃ. 

Teorema 1.1.3  Za sve striktno dobro ureĽene skupove ἂA, Ẅἃ i      

ἂA*
, Ẅ*ἃ vaģi: 

ἂA, Ẅἃ ḙ ἂA*
, Ẅ*ἃ akko type(ἂA, Ẅἃ) = type(ἂA*

, Ẅ*ἃ). 

Dokaz.  (ᵼ) Neka je ἂA, Ẅἃ ḙ ἂA*
, Ẅ*ἃ. 

Kako je ἂA, Ẅἃ ḙ type(ἂA, Ẅἃ) = Ŭ i ἂA*
, Ẅ*ἃ ḙ type(ἂA*

, Ẅ*ἃ) = Ŭ
*
, 

onda Ŭ = type(ἂA, Ẅἃ) ḙ type(ἂA*
, Ẅ*ἃ) = Ŭ

*
 pa iz prethodne leme 

dobijamo  

Ŭ = type(ἂA, Ẅἃ) = type(ἂA*
, Ẅ*ἃ) = Ŭ

*
. 

(ᵺ) Iz ἂA, Ẅἃ ḙ type(ἂA, Ẅἃ) = type(ἂA*
, Ẅ*ἃ) ḙ ἂA*

, Ẅ*ἃ sledi          

ἂA, Ẅἃ ḙ ἂA*
, Ẅ*ἃ. 

ƴ  
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Primetimo da kao neposrednu posledicu ove teoreme imamo da se 

svaki striktno dobro ureĽen skup ἂA, Ẅἃ moģe "indeksirati" po nekom 
ordinalu Ŭ. Naime, vaģi 

Posledica 1.1.1  Neka je ἂA, Ẅἃ striktno dobro ureĽen skup. Tada 
postoji ordinal Ŭ, takav da vaģi: 

A = { aɓ : ɓ < Ŭ} , 

gde je aɓ Í aɔ za sve ɓ Í ɔ. 

Dokaz. Kako je ἂA, Ẅἃ striktno dobro ureĽen skup, tada postoji 
jedinstven ordinal Ŭ da ἂA, Ẅἃ ḙ ἂŬ, Aɴἃ. Ako je ű: A Ÿ Ŭ 

izomorfizam izmeĽu ἂA, Ẅἃ i ἂŬ, Aɴἃ, onda treba uzeti aɓ = ű
-1

(ɓ) za 

sve ɓ < Ŭ. 

ƴ  

Ako prihvatimo aksiomu izbora (AC), onda dobijamo da se svaki skup 

moģe indeksirati po nekom ordinalu Ŭ. 

 

U nastavku dajemo definiciju specijalnih ordinala tzv. prirodnih 

brojeva. 

Definicija 1.1.4  Za ordinal Ŭ kaģemo da je prirodan broj ako za sve 

ordinale ɓ Ò Ŭ vaģi ɓ =  ɲili je ɓ naredni ordinal. 

Na primer, ordinali ,ɲ { }ɲ, { ,ɲ { }ɲ}, { ,ɲ { }ɲ, { ,ɲ { ,ɲ{ }ɲ}}, é su 

prirodni brojevi. 

Teorema 1.1.4  Elementi prirodnog broja su opet prirodni brojevi. 

Dokaz. Neka je Ŭ prirodan broj i ɓ  ɴŬ. Treba dokazati da za sve ɔ Ò ɓ 

vaģi ɔ =  ɲili je ɔ naredni ordinal. Kako je ɔ Ò ɓ < Ŭ, sledi ɔ < Ŭ, ġto 

implicira: ɔ = ɲ  ili je ɔ naredni ordinal. 

ƴ  

Teorema 1.1.5  Ako je Ŭ prirodan broj, onda je i Ŭ  ᷾{Ŭ}  prirodan 

broj. 

Dokaz. Neka je ɓ Ò Ŭ  ᷾{Ŭ}. Ako je ɓ = Ŭ  ᷾{Ŭ}, onda je ɓ naredni 

ordinal. Ako je ɓ < Ŭ  ᷾{Ŭ}, onda je ili ɓ  ɴŬ ili ɓ = Ŭ. Tada je ɓ Ò Ŭ, i 

kako je Ŭ prirodan broj, onda je ili ɓ = ɲ  ili je ɓ  naredni ordinal. 

ƴ  

Ova teorema implicira da su sledeĺi ordinali prirodni brojevi. 

0 = ɲ ,  
1 = 0

+
 = 0  ᷾{ 0} = {0},  

2 = 1
+
 = 1 ᷾  {1} = {0, 1},  

3 = 2
+
 = 2 ᷾  {2} = {0, 1, 2},  

é 

n + 1 = n
+
 = n  ᷾{ n} = {0, 1, é, n},  

é 



 
8 

 

Bez dokaza napomenimo da klasa svih prirodnih brojeva jeste skup, 

koji oznaļavamo sa ɤ, i zadovoljava sve Peanove aksiome
5
. Ta 

ļinjenica moģe da posluģi kao dokaz da naġa formalna definicija 

prirodnog broja pokriva intuitivan pojam prirodnog broja. Lako je 

uvideti da vaģi: 

Teorema 1.1.6  Skup ɤ je najmanji graniļni ordinal. 

ƴ 
 

1.2. Ekvipotentni skupovi 
 

Definicija 1.2.1 Za dva proizvoljna skupa A i B kaģemo da su 

ekvipotentni ako postoji bijekcija f: A Ÿ B. U tom sluļaju piġemo       

A ~f B ili samo A ~ B. 

Definicija 1.2.2 Za dva proizvoljna skupa A i B pisaĺemo A Ṍ B ako 

postoji injekcija iz A u B, dok ĺemo oznaku A Ṋ B koristiti u sluļaju 

da je A Ṍ B i nije A ~ B. 

Teorema 1.2.1 Ako su A, B i C proizvoljni skupovi, tada je 

1) a) A ~ A; 

b) A ~ B onda B ~ A; 

c) A ~ B i B ~ C onda A ~ C. 

2) a) A Ṍ A; 

b) A Ṍ B i B Ṍ A onda A ~ B (Ġreder
6
ïBernġtajnova

7
 teorema); 

c) A Ṍ B i B Ṍ C onda A Ṍ C. 

Teorema 1.2.3  (Kantor) Za svaki skup A vaģi A Ṋ P(A), gde je P(A) 

partitivni skup skupa A. 

Dokaz. Ako definiġemo funkciju f: A Ÿ P(A) sa f(x) = {x}, x  ɴA, 

onda je f injekcija, tj. A Ṍ P(A). Treba dokazati da nije A ~ P(A). 

Pretpostavimo suprotno, da je A ~ P(A), tj. da postoji bijekcija           

g: A Ÿ P(A). Tada za a  ɴ A vaģi g(a) Ṗ A. Posmatramo skup S 

definisan sa  

S = {a ɴ  A : a ɵ  g(a)}.  

Kako je S ɴ  P(A), a g je sirjekcija, postoji s ɴ  A takav da je g(s) = S. 

Tada je moguĺe: 

Á s  ɴS. Tada je s ɵ  g(s) = S. Kontradikcija. 

Á s ɵ  S. Tada je s  ɴg(s) = S. Kontradikcija. 

Dakle, A ḕ P(A), ġto sa A Ṍ P(A) daje A Ṋ P(A). 

ƴ 

                                                 
5
 Sistem aksioma prirodnih brojeva, koji je prvi put navodio italijanski matematiļar, 

Giuseppe Peano (1858ï1932). 
6
 F. W. Schrºder (1841ï1902), nemaļki matematiļar 

7
 Felix Bernstein (1878ï1956), nemaļki matematiļar 



 
9 

 

 

 

 

 

 

2. Kardinali kao specijalni ordinali  
 

 

 

 

"Relacija" ekvipotentnosti ~ je refleksivna, simetriļna i 

tranzitivna (teorema 1.2.1), tj. na prvi pogled ~ je relacija 

ekvivalencije. Znamo da svaka relacija ekvivalencije vrġi  particiju 

(razbijanje) odgovarajuĺeg skupa na klase. Dakle, i ~ razbija kolekciju 

svih skupova na klase. Najļeġĺe se tako definiġe pojam kardinalnog 

broja nekog skupa A (u oznaci |A|), kao klasa svih skupova 

ekvipotentnih skupu A, tj. 

|A| = {X : X ~ A}.  

Drugim reļima, zajedniļka osobina svih skupova koji su iz iste klase 

zove se kardinalnost (ili kardinal). 

Ali ova definicija nije baġ sasvim korektna. Znamo da ne postoji skup 

svih skupova odnosno, drugaļije reļeno, kolekcija svih skupova nije 

skup. Na osnovu ove ļinjenice moģemo odmah primetiti da nije 

korektno ako kaģemo "relacija ekvipotentnost" zato ġto relacije 

definiġemo samo na skupovima. 

Prethodna definicija kardinalnog broja za neki skup nije korektna ni u 

aksiomatskoj teoriji skupova ZFC, jer na ovaj naļin se uvodi jedan 

novi osnovni pojam. MeĽutim, cilj u aksiomatskoj teoriji skupova je 

to da svi objekti sa kojima radimo, pa dakle i kardinalni brojevi, budu 

skupovi. 

Ovaj problem ĺe biti reġen, ako se dokaģe da postoji takav operator 

koji ekvipotentnim skupovima dodeljuje iste "stvari" dok 

neekvipotentnim skupovima dodeljuje razliļite "stvari". Zbog toga 

uvodimo sledeĺu definiciju. 
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Definicija 2.1  Kaģemo da je operator F kompatibilan sa "relacijom" 

ekvipotentnosti ~ ako za svaka dva skupa A i B vaģi: 

F(A) = F(B) ako i samo ako A ~ B. 

 

Ako se naĽe takav operator F, onda se moģe korektno definisati pojam 

kardinalnog broja, tako da se izbegne pomenuti nedostatak. 

 

Teorema 2.1  Neka je operator F definisan za proizvoljan skup A na 

sledeĺi naļin: 

 

Tada je F kompatibilan sa relacijom ~ . Dakle, operator koji 

proizvoljnom skupu dodeljuje najmanji ordinal, koji je ekvipotentan 

tom skupu, kompatibilan je sa relacijom ~ . 

Dokaz.  Iz teoreme 1.1.1 i 1.1.2 sledi da je operator F dobro definisan. 

Naime, na osnovu aksiome izbora (odnosno njenog ekvivalenta) svaki 

skup A se moģe dobro urediti, pa postoji taļno jedan ordinal Ŭ takav 

da je Ŭ ~ A, tj. skup {Ŭ  ɴOn : Ŭ ~ A} nije prazan. Kako svaki skup 

ordinala ima minimalni element i skup {Ŭ  ɴ On : Ŭ ~ A} ima 

minimalni element. 

(ᵼ)  Po definiciji za proizvoljne skupove A i B vaģi A ~ F(A) i B ~ 

F(B). Zato je A ~ F(A) = F(B) ~ B tj. A ~ B. 

(ᵺ)  Kako A ~ B onda za proizvoljan ordinal Ŭ vaģi Ŭ ~ A ᵾ Ŭ ~ B pa 

imamo  

 

ƴ  

Definicija 2.2  Kardinalni broj (ili samo kardinal) nekog skupa A je 

najmanji ordinal ekvipotentan skupu A, tj. 

 

 

Treba naglasiti da se kardinalni broj moģe definisati i bez pozivanja na 

aksiomu izbora. 

Definicija 2.3  Za neki ordinal Ŭ kaģemo da je kardinal ako je  

Ŭ = |Ŭ|. 

Posledica 2.1  Za proizvoljan skup A vaģi ||A|| = |A|, tj. |A| je jedan 

skup kardinalnosti |A|. 

Dokaz.  Kako je A ~ |A|, oba skupa imaju istu kardinalnost. 

ƴ  
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Posledica 2.2  Ordinal Ŭ je kardinal ako i samo ako za svaki ɓ < Ŭ 

vaģi ɓ ḕ Ŭ. 

Dokaz.  Ŭ je kardinal ako i samo ako je Ŭ = |Ŭ| i |Ŭ| je najmanji ordinal 

takav da Ŭ ~ |Ŭ|. 

ƴ  

Kardinale ĺemo obeleģavati malim grļkim slovima ə, ɚ, ɛ, Ű, ... 

Lema 2.1  Neka je A skup ordinala takav da A Ṗ ɓ. Neka su Ŭ = 

type(ἂA, <ἃ) i f: A Ÿ Ŭ izomorfizam. Tada je za sve ɖ  ɴA 

f(ɖ) Ò ɖ. 

Ġta viġe, Ŭ Ò ɓ. 

Dokaz. Prvo ĺemo dokazati da je f(ɖ) Ò ɖ. Pretpostavimo suprotno, tj. 

postoji takav ɖ  ɴA da f(ɖ) > ɖ. Neka je ɖ0 prvi element od A takav da   

f(ɖ0) > ɖ0. 

Tada za sve ɖ < ɖ0, ɖ  ɴA, vaģi  

f(ɖ) Ò ɖ < ɖ0, 

a za sve ɖ Ó ɖ0, ɖ  ɴA,  imamo  

f(ɖ) Ó f(ɖ0) > ɖ0. 

Tako smo dobili kontradikciju, jer za sve ɖ  ɴA imamo: f(ɖ) < ɖ0 ili 

f(ɖ) > ɖ0, ġto znaļi da f [A] = Ŭ nije ordinal.
8
 Dakle, za sve ɖ  ɴA vaģi 

f(ɖ) Ò ɖ, ġto implicira Ŭ Ṗ ɓ odnosno Ŭ Ò ɓ. 

ƴ  

Teorema 2.2  Neka su A i B dva neprazna skupa. Tada vaģi: 

|A| Ò |B| ako i samo ako A Ṍ B. 

Dokaz. (ᵼ) Ako je |A| Ò |B|, imamo bijekcije f: A Ÿ |A| i g: B Ÿ |B|, i 

injekciju ɘ: |A| Ÿ |B| koja je identiļno preslikavanje (jer je |A| Ṗ |B|). 

Tada je g
-1

  ʐɘ  ʐf injekcija iz A u B pa imamo A Ṍ B. 

(ᵺ) Neka je j injekcija od A u B. Tada je k = g  ʐj  ʐf 
-1
 injekcija od |A| 

u |B|. Direktna slika k[|A|] je neki podskup ɝ od |B|.  

Neka je Ŭ = type(ἂɝ, <ἃ) i ű: ɝ Ÿ Ŭ izomorfizam. Tada je kompozicija 

ű  ʐk : |A| Ÿ Ŭ 

bijekcija, pa |A| = |Ŭ|. Kako je ɝ Ṗ |B|, na osnovu prethodne leme 

                                                 
8
 Ako je f: X Ÿ Y proizvoljna funkcija i A Ṗ X, onda se skup f [A] = { f(x) : x  ɴA} 

zove direktna slika skupa A. 
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Ŭ Ò |B|. 

Tada vaģi 

|A| = |Ŭ| Ò Ŭ Ò |B|. 

ƴ  

Definicija 2.4  Za skup A kaģemo da je konaļan ako je ekvipotentan 

sa nekim prirodnim brojem, tj. ( nɱ ɴ  ɤ) n ~ A. Skup A je beskonaļan 

ako nije konaļan. 

Kako se u ovom radu bavimo sa beskonaļnim kardinalima, a ne 

konaļnim, tu samo napomenimo: moģe se dokazati da su prirodni 

brojevi taļno konaļni kardinali. U tom dokazu se koristi jedna vaģna 

lema, koju navodimo u nastavku, jer pomoĺu te leme pokazujemo i to 

da je skup prirodnih brojeva beskonaļan. 

Lema 2.2  Nijedan konaļan skup nije ekvipotentan svom pravom 

podskupu. 

ƴ 

Teorema 2.3  ɤ je najmanji beskonaļan kardinal. 

Dokaz. Kako je ɤ ekvipotentan svom pravom podskupu, tada na 

osnovu prethodne leme imamo da je ɤ beskonaļan. Neka je ɓ < ɤ. 

Tada je ɓ  ɴɤ, tj. ɓ je prirodan broj pa ɤ ne moģe biti ekvipotentan 

prirodnom broju, jer je beskonaļan. Tako smo dobili da ɓᶅ < ɤ ɓ ḕ ɤ, 

ġto znaļi da je ɤ kardinal. ɤ je i najmanji beskonaļan kardinal, jer su 

svi ordinali ɓ < ɤ prirodni brojevi, a oni su konaļni. 

ƴ   

Zbog istorijskog razloga, kardinal ɤ se oznaļava i sa ᴥ0, gde je ᴥ prvo 

slovo hebrejskog alfabeta
9
. Naime, dok nisu smatrali kardinale za 

specijalne ordinale, ᴥ0 je bio kardinal skupa ɤ. U daljem tekstu ĺemo 

koristiti obe oznake. 

Znamo da ɤ je (najmanji) graniļni ordinal. Moģemo dokazati i to da 

su svi beskonaļni kardinali graniļni ordinali. Ovu ļinjenicu ĺemo viġe 

puta koristiti kasnije. 

 

Lema 2.3  Za svaki ordinal Ŭ Ó ɤ vaģi 

|Ŭ| = |Ŭ
+
|. 

Dokaz. Definiġemo funkciju ű: Ŭ
+
 = Ŭ  ᷾{Ŭ}  Ÿ Ŭ na sledeĺi naļin: 

                                                 
9
 Kantor je prvi put oznaļavao kardinal skupa prirodnih brojeva sa ᴥ0.  
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Funkcija ű je bijekcija. 

ƴ  

Teorema 2.3  Svaki beskonaļan kardinal je graniļni ordinal. 

Dokaz. Neka je ə neki beskonaļan kardinal, tj. ə Ó ɤ. Pretpostavimo 

da je ə naredni ordinal i ə = Ŭ ᷾ {Ŭ} , za neki ordinal Ŭ. Tada je Ŭ Ó ɤ 

jer u suprotnom bi bilo Ŭ ɴ ɤ i Ŭ ᷾ {Ŭ}   ɴɤ tj. ə < ɤ . Dakle, Ŭ Ó ɤ pa 

moģemo napraviti bijekciju izmeĽu Ŭ ᷾ {Ŭ}  i Ŭ kao ġto u prethodnoj 

lemi. Sledi da ə = Ŭ ᷾ {Ŭ}  ~ Ŭ, ali to znaļi da za Ŭ < ə  Ŭ ~ ə pa dobili 

smo kontradikciju sa pretpostavkom da je ə kardinal. 

ƴ 

Definicija 2.5  Za skup A kaģemo da je prebrojivo beskonaļan ako je 

|A| = ɤ. Skup A je prebrojiv ako je konaļan ili prebrojivo beskonaļan, 

tj. |A| Ò ɤ. U suprotnom, tj. ako je |A| > ɤ, onda je skup A 

neprebrojiv. 

Teorema 2.4  Postoji neprebrojiv skup (kardinal). 

Dokaz. Na osnovu Kantorove teoreme vaģi ɤ < |P(ɤ)|, pa je P(ɤ) 

neprebrojiv skup, a |P(ɤ)| je neprebrojiv kardinal. 

ƴ  

Primer:  Skup realnih brojeva ᴙ nije prebrojiv. 

Dokaz. Dovoljno je dokazati da se za proizvoljan neprazan prebrojiv 

podskup A Ṗ ᴙ moģe naĺi jedan realan broj y  ɴᴙ Aʌ. Kako je A 

prebrojiv moģe se napisati u obliku A = {an : n ɴ  ɤ}.  

Svaki realan broj ima jadan i samo jedan decimalni zapis (tj. moģe se 

napisati u obliku beskonaļnog decimalnog razlomka) sa beskonaļno 

mnogo decimalnih mesta razliļit od 9. Neka an
k
 oznaļava k-tu cifru u 

decimalnom zapisu broja an. (Dakle, za svaki n vaģi da an
k 
Í 9 za 

beskonaļno mnogo indeksa k.) Definiġemo niz yn na sledeĺi naļin: 

yn = 0 ako je an
n 
Í 0; 

yn = 1 ako je an
n 
= 0. 

Tada je 0, y0y1 é yn é jedan decimalni zapis nekog realnog broja y. 

Na ovaj naļin smo dobili da se n-ta decimalna mesta realnih brojeva y 

i an razlikuju za proizvoljan n  ɴɤ. Kako svaki realan broj an ima 

samo jedan decimalni zapis takav da an
k 
Í 9 za beskonaļno mnogo 

indeksa k, zakljuļujemo da y Í an  za svaki n ɴ  ɤ. Dakle, y  ɵA. 

  

Definicija 2.6  Kardinalni broj skupa realnih brojeva ᴙ oznaļavamo 

sa  (ļitamo: kontinuum). 
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3. Transfinitna indukcija i rekurzija  
 

 

 

Da je On skup, mogli bi reĺi da ἂOn, Òἃ zadovoljava uslov 

minimalnosti (tj. da svaki neprazan podskup On ima minimum), pa bi 

u njemu vaģio i uslov induktivnosti
10
, koji omoguĺava sprovoĽenje 

dokaza unutar On koristeĺi indukciju analognu matematiļkoj indukciji 

u skupu prirodnih brojeva. No, On je prava klasa. Ipak, i u klasi On 

svih ordinala moģemo koristiti princip koji je analogan principu 

matematiļke indukcije. To je tzv. princip transfinitne indukcije. On se 

zasniva na sledeĺoj teoremi. 

 

Teorema 3.1  Neka je ū neka osobina koja je definisana za sve 

ordinale. Pretpostavimo da za proizvoljan ordinal Ŭ vaģi: 

(1) Ako svi ordinali ɓ < Ŭ imaju osobinu ū, onda i Ŭ ima               

osobinu ū. 

 

Tada osobinu ū imaju svi ordinali. 

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, da postoje ordinali koji nemaju 

osobinu ū, tj. da je klasa  

A = {ɔ ɴ On : ūD(ɔ)}  

neprazna. Neka je ɔ0 (jedinstven) minimalni element u A koji po 

teoremi 1.1.1 sigurno postoji. Tada za sve ɓ < ɔ0 vaģi da imaju 

osobinu ū, ali to implicira na osnovu uslova (1) da i ɔ0 ima osobinu ū, 

tj. ū(ɔ0) a to je kontradikcija. Dakle, klasa A je prazna i za sve Ŭ ɴ On 

vaģi ū(Ŭ). 

ƴ  

                                                 
10

 UreĽen skup ἂA, Ẇἃ zadovoljava uslov induktivnosti ako za proizvoljan B Ṗ A 

vaģi sledeĺe: (aᶅ  ɴA) ({x  ɴA : x Ẅ a} Ṗ B ᵼ a  ɴB), tada je A = B. 
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Ova teorema je zapravo uopġtenje matematiļke indukcije u skupu 

prirodnih brojeva. TvrĽenje ostaje taļno ako umesto ordinala stavimo 

prirodne brojeve. 

Matematiļka indukcija se formuliġe ovako: Ako ū(0) i za sve n  ɴɤ 

ū(n) ᵼ ū(n + 1) onda ū(n) vaģi za sve n ɴ  ɤ. 

Ovu formulaciju ne moģemo direktno koristiti i za ordinale jer npr. 0 

je konaļan, i ako je Ŭ konaļan, onda i Ŭ + 1 = Ŭ ᷾ {Ŭ} konaļan ali 

postoji ordinal koji nije konaļan (npr. ɤ). Formulacija teoreme 3.1 je 

dobra, zato ġto je primenljiva i za prirodne brojeve i za ordinale. 

Moģemo primetiti da ne treba posebno pretpostaviti osobinu ū(0), jer 

ɓᶅ < 0 ū(ɓ) vaģi za svaku osobinu ū. 

 

 

 U teoremi transfinitne rekurzije pokazaĺemo da uvek postoji 

takav operator F za koji F(Ŭ) na zadati naļin zavisi od toga kako smo 

definisali operator F na ordinalima ɓ < Ŭ. 

 

Teorema 3.2  Neka je G operator koji svakoj funkciji f dodeljuje 

jedan skup G(f). Tada postoji na ordinalima jednoznaļno odreĽen 

operator F takav da za svaki ordinal Ŭ vaģi: 

F(Ŭ) = G(F|Ŭ). 

 

Pre dokaza teoreme podsetimo se da restrikcija jednog operatora na 

skup jeste funkcija. To kako je operator F definisan do zadatog Ŭ, 

taļno opisuje funkcija F|Ŭ, jer ova ne daje samo ġta su F(ɓ) vrednosti, 

nego i to kako zavisi F(ɓ) od ɓ u sluļaju ɓ < Ŭ. A mi traģimo takav F 

za koji F(Ŭ) za svaki Ŭ na unapred dati "G naļin" zavisi od toga, kako 

smo dotle definisali F, odnosno traģimo takav F koji na "G naļin" 

zavisi od F|Ŭ. 

 

Dokaz. Prvo pokazujemo jedinstvenost. Pretpostavimo da i F1 i F2 

zadovoljavaju tvrĽenje teoreme. Kako je F1 Í F2 i minimalnost vaģi u 

On (teorema 1.1.1) sledi da postoji jedan takav ordinal Ŭ za koji je 

F1(Ŭ) Í F2(Ŭ) dok za sve ordinale ɓ < Ŭ  F1(ɓ) = F2(ɓ). A to znaļi   

F1|Ŭ = F2|Ŭ. Ali tada dobijamo 

F1(Ŭ) = G(F1|Ŭ) = G(F2|Ŭ) = F2(Ŭ) 

ġto je kontradikcija. 

U nastavku dokaza nazvaĺemo funkciju f, definisanu na proizvoljnom 

ordinalu Ŭ, dobrom funkcijom ako 

ɓᶅ < Ŭ  f(ɓ) = G(f |ɓ). 

 

Stav 3.2.1  Za svaki ordinal Ŭ postoji najviġe jedna dobra funkcija f  

definisana na Ŭ.  

Dokaz. Pretpostavimo da postoje dve razliļite dobre funkcije f1 i f2 na 

Ŭ. Kako je f1 Í f2 sledi da je skup {ɓ ɴ Ŭ : f1(ɓ) Í f2(ɓ)} neprazan. Opet 
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na osnovu teoreme 1.1.1 u tom skupu postoji najmanji element ɔ. Tada 

je  ᶅ ŭ < ɔ  f1(ŭ) = f2(ŭ) tj. f1|ɔ = f2|ɔ. Kako su f1 i f2 dobre funkcije sledi 

f1(ɔ) = G(f1|ɔ) = G(f2|ɔ) = f2(ɔ) 

ġto je kontradikcija. 

Dakle, f1 = f2. ƴ  

Ako za proizvoljan ordinal Ŭ postoji dobra funkcija onda tu funkciju, 

zato ġto ima taļno jedna, oznaļimo sa fŬ . 

Stav 3.2.2  Ako je fŬ dobra funkcija za Ŭ i ɓ <Ŭ onda je i fɓ = fŬ|ɓ 

dobra funkcija za ɓ. 

Dokaz. Treba proveriti da vaģi 

ɔᶅ < ɓ  fɓ(ɔ) = G(fɓ |ɔ). 

Kako je fŬ dobra funkcija tj. ᶅ ɓ < Ŭ  fŬ(ɓ) = G(fŬ|ɓ) onda i za 

proizvoljan ɔ < ɓ < Ŭ vaģi fŬ(ɔ) = G(fŬ|ɔ) i ġto je isto (fŬ|ɓ)(ɔ) = 

G((fŬ|ɓ)|ɔ) pa zbog jednoznaļnosti fɓ za ɓ dobijamo da je fɓ = fŬ|ɓ 

dobra funkcija za ɓ. ƴ  

Stav 3.2.3  Za svaki ordinal Ŭ postoji dobra funkcija fŬ. 

Dokaz. Ovaj stav dokazaĺemo transfinitnom indukcijom. 

Pretpostavimo da za sve ordinale ɓ < Ŭ postoji dobra funkcija fɓ. 

Razlikujemo dva sluļaja: a) Ŭ naredni ordinal b) Ŭ graniļni ordinal. 

 

a) Neka je Ŭ = ɓ + 1. Definiġemo f na sledeĺi naļin: 

D(f) = Ŭ, 

f(ɔ) =  

Tada je 

f |ɔ =  

tj.  

f |ɔ = fɓ |ɔ 

za proizvoljan ɔ Ò ɓ. 

Na osnovu induktivne pretpostavke moģemo zakljuļiti: 

ɔᶅ < Ŭ  f(ɔ) = G(fɓ |ɔ) = G(f |ɔ), 

ġto znaļi da je f dobra funkcija za ordinal Ŭ. 

b) Neka je sada Ŭ graniļni ordinal. Tada za proizvoljan  ɓ < Ŭ 
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ɓ + 1< Ŭ. 

Definiġemo f na sledeĺi naļin: 

D( f ) = Ŭ, 

ɔᶅ < Ŭ  f(ɔ) = fɔ+1(ɔ). 

Na osnovu stava 3.2.2 za proizvoljan ɔ < ɓ < Ŭ vaģi 

f(ɔ) = fɔ+1(ɔ) = (fɓ |ɔ+1) (ɔ) = fɓ (ɔ), 

pa zato za proizvoljan ɔ Ò ɓ < Ŭ  

f |ɔ = fɓ |ɔ. 

Tada koristeĺi induktivnu pretpostavku dobijamo  

f(ɔ) = fɔ+1(ɔ) = G(fɔ+1|ɔ) = G(f |ɔ) 

ġto znaļi da je f dobra funkcija za ordinal Ŭ. 

Dakle, u oba sluļaja f zadovoljava ᶅɓ < Ŭ  f(ɓ) = G(f |ɓ), tj. f je dobra 

funkcija za ordinal Ŭ. 

Konaļno, ako primenimo teoremu transfinitne indukcije moģemo 

zakljuļiti da za svaki ordinal Ŭ postoji jedinstvena dobra funkcija fŬ. 

Ako stavimo da  

F(Ŭ) = fŬ+1(Ŭ) 

onda ļinjenicu da F zadovoljava jednaļinu 

F(Ŭ) = G(F|Ŭ) 

moģemo dokazati sliļno kao egzistenciju f u sluļaju b). 

ƴ  
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4. Operacije sa kardinalima 

 

4.1. Definicija 
 

 

Prvo ĺemo ponoviti neke skupovne operacije, koje ĺemo 

koristiti u definiciji operacija sa kardinalima. 

 

Definicija 4.1.1  Neka je { Aɔ : ɔ ɴ ũ}  kolekcija skupova. Direktan 

proizvod kolekcije { Aɔ : ɔ ɴ ũ},  u oznaci Æ ɔɴũ Aɔ, je skup svih funkcija 

f: ũ Ÿ ẕɔɴũ Aɔ, takvih da za svako ɔ  ɴũ vaģi f(ɔ)  ɴAɔ. 

Obiļno, umesto f(ɔ) piġemo fɔ , a umesto f  piġemo ἂ fɔ : ɔ  ɴũἃ. 
Naravno, ἂ fɔ : ɔ  ɴũἃ nije nikakva "ũ-torka" nego funkcija, tj. skup 

ureĽenih parova {ἂɔ, fɔἃ : ɔ  ɴũ}.  

ɔÆɴũ Aɔ= {ἂ fɔ : ɔ  ɴũἃ ȡ ᶪɔ  ɴũ  (fɔ  ɴAɔ)}  

Dakle, direktan proizvod Æ ɔɴũ Aɔ je skup svih izbornih funkcija 

kolekcije skupova {Aɔ : ɔ  ɴũ}.  

 

Definicija 4.1.2  Neka su A i B dva proizvoljna skupa. Tada skup "A 

na stepenu B", u oznaci 
B
A, je skup svih preslikavanja skupa B u skup 

A, tj. 
B
A = { f | f : B Ÿ A} . 

 

Teorema 4.1.1  Za svaki skup A vaģi: |P(A)| = 2
|A|

. 

Dokaz. Traģenu bijekciju ű: P(A) Ÿ 
A
2 definiġemo na sledeĺi naļin: 

za sve B Ṗ A 

ű(B) = ɢB, 

gde je ɢB  ɴ
A
2 karakteristiļna funkcija skupa B u A, tj. 
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ɢB(x) = 1 ᵾ  x ɴ  B, 

ɢB(x) = 0 ᵾ  x ɵ  B. 

Dokaģimo da je ű injekcija. 

Neka su B, C Ṗ A i B Í C. Tada za svaki x  ɴB C  

ɢB(x) Í ɢC(x) 

i tako 

ɢB Í ɢC. 

Dokaģimo da je ű sirjkcija. 

Ako je f  ɴ
A
2 onda ɢ{ x  ɴA : f(x) = 1} = f. 

ƴ 

Sada dajemo definiciju sabiranja, mnoģenja i stepenovanja kardinalnih 

brojeva. 

 

Definicija 4.1.3  Neka je {əɔ : ɔ ɴ ũ}  proizvoljna kolekcija kardinalnih 

brojeva, i ə i ɚ su kardinalni brojevi. Tada vaģi 

1) Kardinalni broj skupa Æ ɔɴũ əɔ oznaļimo sa Øɔɴũ əɔ, i zovemo 

proizvod kardinalnih brojeva əɔ , ɔ  ɴũ. 

2) Kardinalni broj skupa ẕɔɴũ əĬ{ɔ}  oznaļimo sa ×ɔɴũ əɔ, i 

zovemo zbir kardinalnih brojeva əɔ, ɔ  ɴũ. 

3) Kardinalni broj skupa 
ɚ 
ə oznaļimo sa ə

ɚ
, i zovemu ɚ-ti stepen 

kardinalnog broja ə. 

 

 

Da razlikujemo sabiranje ordinala od sabiranja kardinala, zbir dva 

proizvoljna kardinala ə i ɚ oznaļavamo sa ə ἅ ɚ umesto ə + ɚ (oznaku 

"+" koristimo za oznaļavanje sabiranja ordinala). Sliļno, u sluļaju 

mnoģenja piġemo ə ἆ ɚ umesto ə Ā ɚ. 

Nije  teġko videti da ni sabiranje ni mnoģenje "ne izvodi" iz skupa 

prirodnih brojeva ɤ, tj. za sve n, m ɴ  ɤ vaģi n ἅ m ɴ  ɤ i n ἆ m ɴ  ɤ. 

 

  

Teorema 4.1.2  Sabiranje i mnoģnje kardinalnih brojeva su 

komutativne i asocijativne, tj. za proizvoljne kardinale ə, ɚ i ɛ vaģi: 

a) ə ἅ ɚ = ɚ ἅ ə, 

b) ə ἆ ɚ = ɚ ἆ ə, 

c) ə ἅ (ɚ ἅ ɛ) = (ə ἅ ɚ) ἅ ɛ, 

d) ə ἆ (ɚ ἆ ɛ) = (ə ἆ ɚ) ἆ ɛ. 

ƴ  

Teorema 4.1.3  Ako su ə, ɚ i ɛ proizvoljni kardinali, tada vaģi: 

a) ə Ò ɚ ᵼ ə ἅ ɛ Ò ɚ ἅ ɛ, 

b) ə Ò ɚ ᵼ ə ἆ ɛ Ò ɚ ἆ ɛ, 

c) ə ἆ (ɚ ἅ ɛ) = (ə ἆ ɚ) ἅ (ə ἆ ɛ). 

ƴ  
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Teorema 4.1.4  Ako su ə, ɚ i ɛ proizvoljni kardinali, tada vaģi: 

a) (ə ἆ ɚ)
ɛ
 = ə

ɛ
 ἆ ɚ

ɛ
, 

b) əɚ ἆ ɛ
 = (ə

ɚ
)
ɛ
, 

c) əɚ ἅ ɛ
 = ə

ɚ
 ἆ ə

ɛ
, 

d) ə Ò ɚ ᵼ ə
ɛ
 Ò ɚ

ɛ
, 

e) ə Ò ɚ ᵼ ɛ
ə
 Ò ɛ

ɚ
. 

ƴ 

 

4.2. Osobine kardinala ᴥ0 

 

 

TvrĽenje 4.2.1   

1) ᴥ0 ἅ ᴥ0 = ᴥ0, 

2) ᴥ0 ἆ ᴥ0 = ᴥ0, 

3) ᴥ0
n
 = ᴥ0. 

Dokaz. 1) TvrĽenje sledi iz jednakosti ɤ = {0, 2, 4, é} ᷾ {1, 3, é}. 

2) Prvo dokazujemo da svaki n  ɴ ɤʌ{0} moģe da se prikaģe na 

jedinstven naļin u obliku 

n = 2
a
 (2b + 1), gde a, b  ɴɤ. 

Dokaz dajemo indukcijom po n. Za n = 1 tvrĽenje vaģi, jer je 1 =      

2
0 
Ā (2 Ā 0 + 1). Pretpostavimo da svaki broj m < n moģe da se prikaģe 

u datom obliku. Tada razlikujemo dva sluļaja: 

Á n = 2m. Tada je za m < n imamo m = 2
a
 (2b + 1), za neke        

a, b  ɴɤ. Kako je n = 2m dobijamo n = 2
a+1

 (2b + 1). 

Á n = 2m + 1. Tada imamo n = 2
0
 (2m + 1). 

Dakle, svaki n  ɴɤʌ{0} moģe da se prikaģe u datom obliku. Ako joġ 

pokaģemo jedinstvenost prikaza, onda smo gotovi. 

Neka je 2
a
 (2b + 1) = 2

c
 (2d + 1) za neke a, b, c, d  ɴɤ. Ako je a > c, 

onda je 2
a-c

 (2b + 1) = (2d + 1), ġto je nemoguĺe, jer je leva strana 

jednakosti paran a desna neparan broj. Sliļno, dobijamo kontradikciju 

ako je a < c, dakle imamo a = c. Tada dobijamo (2b + 1) = (2d + 1), 

ġto daje b = d. Dokaz je zavrġen. 

Definiġemo sada preslikavanje f: ɤ Ĭ ɤ Ÿ ɤʌ {0} sa 

f(ἂa,bἃ) = 2
a
 (2b + 1). 

Injektivnost preslikavnja f sledi iz jedinstvenosti prikaza  

n = 2
a
 (2b + 1), 

a sirjektivnost preslikavanja f sledi iz egzistencije istog prikaza. Tada 

funkcija f je bijekcija, pa vaģi ᴥ0 ἆ ᴥ0 = |ɤ Ĭ ɤ| = |ɤʌ {0}| = ᴥ0. 
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3) Indukcijom po n. Oļigledno, ᴥ0
1
 = ᴥ0. Neka je n > 1. Tada iz 

induktivne pretpostavke i 2) sledi 

ᴥ0
n
 = ᴥ0

n-1
 ἆ ᴥ0 = ᴥ0 ἆ ᴥ0 = ᴥ0. 

ƴ  

 

TvrĽenje 4.2.2  Za svaki n Ó 1 vaģi: 

1) n ἅ ᴥ0 = ᴥ0, 

2) n ἆ ᴥ0 = ᴥ0. 

Dokaz. 1) Kako je 0 Ò n Ò ᴥ0, koristeĺi monotonost, dobijamo  

ᴥ0 = 0 ἅ ᴥ0 Ò  n ἅ ᴥ0 Ò ᴥ0 ἅ ᴥ0 = ᴥ0. 

2) Kako je 0 Ò n Ò ᴥ0, koristeĺi monotonost, dobijamo  

ᴥ0 = 1 ἆ ᴥ0 Ò  n ἆ ᴥ0 Ò ᴥ0 ἆ ᴥ0 = ᴥ0. 

ƴ  

TvrĽenje 4.2.3   = . 

Dokaz. Treba pokazati da |ᴙ| = .  

(Ò) Neka je x  ɴ [0,1) proizvoljan realan broj. Posmatrajmo binarni 

zapis [0, a1a2éaié]2 ovog broja x, gde je ai Í 1 za beskonaļno 

mnogo indeksa i.
11

 Ako realnom broju x  ɴ[0,1) dodelimo beskonaļan 

niz a1, a2, é, ai,é (gde je ai Í 1 za beskonaļno mnogo indeksa i), 

onda smo time definisali jedno injektivno preslikavnje iz intervala 

[0,1) u 
ɤ
{0, 1}, pa |[0,1)| Ò |

ɤ
{0, 1} | = . Nije teġko pokazati da 

postoji bijekcija g takva da ᴙ ~g [0,1], pa dobijamo |ᴙ| Ò . 

(Ó) S druge strane, ako proizvoljnom preslikavanju f  ɴ
ɤ
{0,1}  

dodelimo realan broj xf  ɴ [0,1] oblika xf = 0, f(0)f(1)f(2), onda smo 

definisali jedno injektivno preslikavanje iz 
ɤ
{0,1}  u ᴙ, tj.  =     

|
ɤ
{0, 1} | Ò |ᴙ|. 

ƴ 

 

TvrĽnje 4.2.4   

a) , 

b) . 

Dokaz. a)  

b) Iz 2 < ᴥ0 <  sledi  

ƴ 

 

 

 

 

                                                 
11

 Postojanje ovog binarnog zapisa za proizvoljan x  ɴ[0,1) ovde nije dokazano. 
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4.3. Osnovna teorema kardinalne aritmetike  
 

 

Sliļno ordinalima, i beskonaļne kardinale moģemo posmatrati kao 

uopġtenje prirodnih brojeva.  U nastavku ĺemo prvo dokazati jedno 

tvrĽenje o beskonaļnim kardinalima, koja se zove osnovna teorema 

kardinalne aritmetike. Osnovna, jer ima jednu vaģnu posledicu, tj. da 

se zbir i proizvod dva beskonaļna kardinala mogu dobiti trivijalno. 

 

Teorema 4.3.1  Za svaki beskonaļan kardinal ə, tj. ə Ó ɤ vaģi 

ə ἆ ə = ə. 

Dokaz.  Kako na klasi svih ordinala On "relacija" < ima sve osobine 

striktnog dobrog ureĽenja i kardinali su specijalni ordinali sledi da 

"relacija" < ima sve osobine striktnog dobrog ureĽenja i na klasi svih 

kardinala. Zato moģemo dokazati tvrĽenje transfinitnom indukcijom. 

Ako je ə = ɤ onda tvrĽenje vaģi. Pretpostavimo da ə > ɤ i tvrĽenje 

vaģi za sve ɚ  takve da ɤ Ò ɚ < ə. Treba dokazati da ə ἆ ə = ə.  

Neka je A = ə Ĭ ə. Tada je |A| = |ə Ĭ ə|. Oļigledno dovoljno je 

dokazati da |A| Ò ə.  

Ako uvedemo jedno striktno dobro ureĽenje Ẅ skupa A tako da 

(è)                                    |predA(ἂŬ0, ɓ0ἃ)| < ə  

za proizvoljan ἂŬ0, ɓ0ἃ  ɴA onda vaģi |A| Ò ə.
 12

 

Naime, pretpostavimo da je Ẅ jedno striktno dobro ureĽenje 

skupa A koje zadovoljava |predA(ἂŬ0, ɓ0ἃ)| < ə. Neka je type(ἂA, Ẅἃ) = 

ɝ. Tada je ἂA, Ẅἃ ḙ ἂɝ, Aɴἃ, i kako je A ~ ɝ  imamo |A| = |ɝ|. Neka je          

ű: A Ÿ ɝ izomorfizam. Neka je ɖ < ɝ pa postoji ἂŬ0, ɓ0ἃ  ɴA tako da 

ű(ἂŬ0, ɓ0ἃ) = ɖ. Kako je ű izomorfizam onda je poļetni segment 

predA(ἂŬ0, ɓ0ἃ) od ἂA, Ẅἃ odreĽen sa elementom ἂŬ0, ɓ0ἃ izomorfan sa 

ɖ, i prema tome vaģi |predA(ἂŬ0, ɓ0ἃ)| = |ɖ|. Dakle, |predA(ἂŬ0, ɓ0ἃ)| =  

|ɖ| < ə pa ɖ < ə. (Ako bi bilo ɖ > ə onda bi vaģilo |ɖ| Ó ə jer ə kardinal.) 

Konaļno, imamo: ɖ < ɝ  i ɖ < ə sledi ɝ Ṗ ə pa ɝ Ò ə pa |A| = |ɝ| Ò ɝ Ò ə. 

 Sada dajemo jedno dobro ureĽenje Ẅ koje zadovoljava 

|predA(ἂŬ0, ɓ0ἃ)| < ə za neko ἂŬ0, ɓ0ἃ  ɴA.  

Za proizvoljan Ŭ < ə definiġemo AŬ = {ἂɝ, ɖἃ  ɴə Ĭ ə : max {ɝ, ɖ} = Ŭ}. 

Oļigledno AŬ ž Aɓ  = ɲ , ako Ŭ Í ɓ. Tada vaģi: 

 

Na svakom AŬ neka je <Ŭ tzv. antileksikografski poredak tj. 

ἂɝ, ɖἃ <Ŭ ἂɛ, ɜἃ akko ili ɖ < ɜ  ili (ɖ = ɜ i ɝ < ɛ). 

                                                 
12

 Ako je ἂA, Ẅἃ striktno dobro ureĽen skup, onda se predA(a) = {x  ɴA : x Ẅ a} 

naziva poļetni segment od ἂA, Ẅἃ odreĽen elementom a. 
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Tada su sve relacije <Ŭ striktna dobra ureĽenja na odgovarajuĺim 

skupovima AŬ. 

Pokaģimo samo da je <Ŭ  dobro ureĽenje na AŬ. Neka je X Ṗ AŬ, X Í ɲ. 

Neka je X2 = {ɖ  ɴə : ɝɱ (ἂɝ, ɖἃ  ɴX)}. X2 Í ɲ jer X Í ɲ. 

Tada je 

 

Neka je X1 = {ɖ  ɴə : ἂɖ, ə2ἃ  ɴX2}. X1 Í ɲ jer X2 Í ɲ. 

Tada je 

 

ə0 = ἂ ə1, ə2ἃ je oļigledno najmanji element, tj. 

 

Definiġemo poredak Ẅ na A = ẕŬ<ə AŬ : 

Ako su ἂŬ1, ɓ1ἃ, ἂŬ2, ɓ2ἃ  ɴA proizvoljni, onda 

ἂŬ1, ɓ1ἃ Ẅ ἂŬ2, ɓ2ἃ akko ɱ Ŭ, ɓ < ə  ἂŬ1, ɓ1ἃ  ɴAŬ , ἂŬ2, ɓ2ἃ  ɴAɓ i vaģi: 

Ŭ < ɓ ili (Ŭ = ɓ i ἂŬ1, ɓ1ἃ <Ŭ ἂŬ2, ɓ2ἃ). 

Dokaģimo da je Ẅ dobro ureĽenje na A. Neka je S Ṗ ə Ĭ ə = A, S Í ɲ,  

 

Kako je S Í ɲ, skup {ɔ : Aɔ ž S Í ɲ} nije prazan.  Neka su  

 

 

Odavde se moģe videti da je ἂŬ0, ɓ0ἃ najmanji element skupa S u 

odnosu na Ẅ. 

Treba joġ pokazati da Ẅ zadovoljava (è). Neka je ἂŬ0, ɓ0ἃ  ɴA. 

Tada je ἂŬ0, ɓ0ἃ  ɴAŬ za neko Ŭ < ə. Dokaģimo da je predA(ἂŬ0,ɓ0ἃ) Ṗ 

(Ŭ + 1) Ĭ (Ŭ + 1). Kako je Ŭ = max {Ŭ0, ɓ0} vaģi Ŭ0 < Ŭ + 1 i ɓ0 < Ŭ + 1. 

Ako je ἂɖ, ɝἃ Ẅ ἂŬ0, ɓ0ἃ, onda je max {ɖ, ɝ} Ò max {Ŭ0, ɓ0} pa              

ɖ < Ŭ + 1 i ɝ < Ŭ + 1, a to znaļi predA(ἂŬ0,ɓ0ἃ) Ṗ (Ŭ + 1) Ĭ (Ŭ + 1). 

Dalje imamo |predA(ἂŬ0, ɓ0ἃ)| Ò |(Ŭ + 1) Ĭ (Ŭ + 1)|. Kako je ə graniļni 

ordinal (svaki beskonaļni kardinal je graniļni ordinal, teorema 2.3), 

onda iz Ŭ < ə sledi Ŭ + 1 < ə. Iz induktivne pretpostavke sledi |Ŭ + 1|
2
 

= |Ŭ + 1| < Ŭ + 1 < ə, vaģi (è).  

ƴ 

Napomenimo da su ova teorema i aksioma izbora (AC) ekvivalentne. 
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Sledeĺa teorema je jako vaģna posledica prethodne, jer na osnovu te 

teoreme za proizvoljna dva kardinala, od kojih je barem jedan 

beskonaļan, moģemo odrediti njihov zbir i proizvod trivijalno. 

 

 

Teorema 4.3.2  Za sve kardinale ə, ɚ Ó ɤ vaģi 

ə ἅ ɚ = ə ἆ ɚ = max {ə, ɚ} . 

Dokaz. Neka je ə Ò ɚ. Jasno, f: ɚ Ÿ ə Ĭ {0}  ᷾ɚ Ĭ {1} je injekcija pa 

(1)                                            ɚ Ò ə ἅ ɚ. 

Vaģi da je i g: ə Ĭ {0}  ᷾ɚ Ĭ {1} Ÿ ɚ Ĭ {0}  ᷾ɚ Ĭ {1} injekcija pa 

(2)                                        ə ἅ ɚ Ò ɚ ἅ ɚ. 

Sliļno, kako su 2 Ĭ ɚ ~ ɚ Ĭ {0}  ᷾ɚ Ĭ {1} i h: 2 Ĭ ɚ Ÿ ɚ Ĭ ɚ injekcije   

(3)                                  ɚ ἅ ɚ = 2 ἆ ɚ Ò ɚ ἆ ɚ. 

Iz (1), (2), (3) i prethodne teoreme dobijamo 

ɚ Ò ə ἅ ɚ Ò ɚ ἆ ɚ Ò ɚ 

tj. 

ə ἅ ɚ = ɚ. 

Analogno moģemo dobiti da ə ἆ ɚ = ɚ. 

ƴ 
 

Teorema 4.3.3  Ako su ɚ i ə takvi kardinali da ɚ Ó ɤ i 2 Ò ə Ò ɚ, tada 

ə
ɚ
 = 2

ɚ
 = P(ɚ). 

Dokaz. Traģenu jednakost dobijamo ovako 

2
ɚ
 Ò ə

ɚ
 Ò ɚ

ɚ
 Ò |P(ɚ Ĭ ɚ)| = |P(ɚ)| = 2

ɚ
. 

ƴ 
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5. Osobine beskonaċnih kardinala 
 

5.1. Alefi  
 

 

Definicija 5.1.1  Neka je ə proizvoljan kardinal. Najmanji kardinal 

koji je veĺi od ə naziva se naredni kardinal kardinala ə (sukcesor 

kardinala ə) i oznaļavamo sa əἅ. Dakle, 

 

Naredni kardinal u prethodnoj definiciji je dobro definisan, jer za 

proizvoljan kardinal ə vaģi 2
ə
 > ə. Naravno, definicija vaģi i za 

konaļne kardinale: ako ə < ɤ, onda 
 
əἅ = ə ἅ 1 = ə + 1. 

 

Teorema 5.1.1  Za proizvoljan ə Ó ɤ vaģi da je əἅ kardinal skupa 

svih ordinala kardinalnosti ə, tj. 

əἅ = |{ɝ : |ɝ| = ə}|. 

Dokaz. Imamo sledeĺe: 

ə Ò |ɝ| akko ə Ò ɝ 

i  

|ɝ| < əἅ akko ɝ < əἅ. 

Zato  

|ɝ| = ə akko ə Ò ɝ < əἅ. 

Tada sledi  
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{ɝ : |ɝ| = ə} = {ɝ : ə Ò ɝ < əἅ} = əἅ əʌ. 

S druge strane,  

əἅ = (əἅ əʌ)  ᷾ə 

pa zato  

əἅ = |əἅ əʌ| ἅ ə = max {|əἅ əʌ|, ə}.  

Kako ə < əἅ sledi  

əἅ = |əἅ əʌ| = |{ɝ : |ɝ| = ə}|. 

ƴ  

Na osnovu ove teoreme, ako stavimo da ə = ɤ, onda  

ɤἅ = |{ɝ : |ɝ| = ɤ}|, 

tj. najmanji neprebrojiv kardinal je kardinal skupa svih prebrojivo 

beskonaļnih ordinala. 

 

Teorema 5.1.2  Neka je A proizvoljan skup kardinala. Tada vaģi: 

a) sup A je kardinal, 

b) Ako je sup A beskonaļan, onda  = sup A. 

 

Dokaz. Znamo, za neki skup ordinala X, najmanji ordinal koji je veĺi 

ili jednak od svih ordinala iz X je sup X = ᷾ X. 

a) Oznaļimo |sup A| sa ə. Ako ə < sup A onda ə  ɴɚ za neki         

ɚ  ɴA. Kako je ɚ Ṗ sup A onda |ɚ| Ò ə < ɚ. Kontradikcija, jer je 

ɚ kardinal. Zato je |sup A| = sup A, pa je sup A kardinal. 

b) Oznaļimo kardinal sup A sa ə. Vaģi ə = A᷾ i zato ə Ò . 

S druge strane,  = , jer su elementi skupa A 

kardinali. Dalje, za ɚ  ɴA je ɚ Ṗ ə i zato ɚ Ò ə. Tada je A Ṗ      

ə + 1. Kako je ə Ó ɤ imamo  Ò ə ἆ |ə + 1| = ə
2
 = ə. 

ƴ  

 

Kantorova teorema garantuje da postoji beskonaļno mnogo 

beskonaļnih kardinala i pri tome, kako smo videli u definiciji 5.1.1, za 

svaki kardinal se moģe naĺi drugi kardinal veĺi od njega. 

Dakle, moģemo konstruisati beskonaļan rastuĺi niz beskonaļnih 

kardinalnih brojeva. Naime, ako rekurzijom definiġemo skupove:  

P
0
(ɤ) = ɤ i P

n+1
(ɤ) = P(P

n
(ɤ)) ako n ɴ  ɤ,  

tada vaģi 

ɤ < |P
1
(ɤ)| < é < |P

n
(ɤ)| < |P

n+1
(ɤ)| < é 
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U nastavku uvodimo nove oznake za beskonaļne kardinale. Naime, 

koristimo ordinale za indeksiranje beskonaļnih kardinala u rastuĺe 

ureĽenje: 

ᴥ0, ᴥ1, ᴥ2,é,ᴥɤ, ᴥɤ+1, ᴥɤ+2,é 

 

Definicija 5.1.2  Definiġemo operator ᴥŬ za proizvoljan ordinal Ŭ 
transfinitnom rekurzijom: 

Á ᴥ0 = ɤ. 

Á Neka je Ŭ > 0 i pretpostavimo da smo ᴥɓ definisali za svaki 

ordinal ɓ < Ŭ. Neka je ᴥŬ najmanji kardinal ə takav da je         

ə > ᴥɓ za sve ordinale ɓ < Ŭ. 

Ova definicija ima smisla zato ġto takav kardinal uvek postoji na 

osnovu teorema 5.1.1 i 5.1.2. 

Uobiļajeno je da se taj niz kardinala, kada se posmatraju kao ordinali, 

obeleģava sa 

ɤ0, ɤ1, ɤ2,é, ɤɤ, ɤɤ+1, ɤɤ+2,é 

 

Teorema 5.1.3   

1) ᴥŬ je beskonaļan kardinal. 

2) Za sve ordinale Ŭ i ɓ vaģi: ako je Ŭ < ɓ onda je ᴥŬ < ᴥɓ. 
3) Ako je Ŭ graniļni ordinal tada ᴥŬ = sup {ᴥɓ : ɓ < Ŭ} . 

4) Za svaki ordinal Ŭ je ᴥŬ+1 = (ᴥŬ)ἅ, tj. ᴥŬ+1 je najmanji kardinal 

veĺi od ᴥŬ. 

Dokaz. TvrĽenja pod 1) i 2) su direktna posledica definicije 5.1.2. 

3) Ako je Ŭ graniļni ordinal, onda iz ɓ < Ŭ sledi ɓ + 1 < Ŭ i naravno    

Ŭ > 0. Tada za proizvoljan ɓ < Ŭ vaģi 

sup {ᴥɔ : ɔ < Ŭ}  Ó ᴥɓ+1 > ᴥɓ. 

Na osnovu prethodne teoreme sup {ᴥɓ : ɓ < Ŭ} je kardinal pa zato   

sup {ᴥɓ : ɓ < Ŭ} je najmanji kardinal veĺi od ᴥɓ, ako ɓ < Ŭ. 

4) Ovo tvrĽenje opet sledi iz definicije 5.1.2. 

ƴ 

Teorema 5.1.4  Za proizvoljan beskonaļan kardinal ə postoji ordinal 

Ŭ Ò ə takav da je ə = ᴥŬ. 

Dokaz. Transfinitnom indukcijom. 

1ę ə = ɤ. Tada ə = ᴥ0 i 0 < ɤ = ə. 

2ę ə = ɚἅ. Iz induktivne pretpostavke sledi da postoji Ŭ < ɚ takav da      

ɚ = ᴥŬ. Tada vaģi 

ə = ɚἅ = (ᴥŬ)ἅ = ᴥŬ+1 

prema prethodnoj teoremi, i  
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Ŭ + 1 Ò ɚ + 1 < ɚἅ = ə. 

3ę ə je graniļni kardinal. Neka je Ŭ = sup {ɓ : ᴥɓ < ə}. Tada iz 

pretpostavke i induktivne pretpostavke vaģi 

Ŭ = sup {ɓ : ᴥɓ < ə} Ò sup {ɚ < ə : ɚ je kardinal} = ə, 

i Ŭ je graniļni ordinal. Sliļno, 

ə = sup {ɚ < ə : ɚ je kardinal} 

= sup {ᴥɓ : ᴥɓ < ə}  

= sup {ᴥɓ : ɼ < Ŭ}  

= ᴥŬ. 

Poslednja jednakost je na osnovu teoreme 5.1.3. 

ƴ 

 

Definicija 5.1.3  Beskonaļan kardinal ə se naziva naredni kardinal 

ako ə = ɚἅ, za proizvoljan kardinal ɚ. U suprotnom, tj. ako ə nije 

naredni, i ə Í 0, zove se graniļni kardinal. 

Za kardinal ə se kaģe da je jako graniļni kardinal ako vaģi da 

ɚᶅ < ə  2
ɚ
 < ə. 

Moģemo primetiti da svaki jako graniļni kardinal je jedan graniļni 

kardinal, jer za svaki kardinal ɚ vaģi 

ɚἅ Ò 2
ɚ
. 

Na osnovu prethodnih teorema moģemo zakljuļiti da za svaki 

ordinal Ŭ 

Á ᴥŬ je naredni kardinal akko je Ŭ naredni ordinal, 

Á ᴥŬ je graniļni kardinal akko je Ŭ graniļni ordinal. 

Tako, na primer ᴥ0 i ᴥɤ su graniļni, dok ᴥ1, ᴥ2, é, ᴥn, é su naredni 

kardinali. 

Ovde joġ napomenimo da su naredni ordinali koji su i kardinali jedino 

prirodni brojevi. 

 

  

5.2. Drugo hebrejsko slovo: ᴦ 
 

 

Videli smo da se prvo slovo hebrejskog alfabeta ᴥ koristi za 

oznaļavanje beskonaļnih kardinala. A drugo slovo hebrejskog 

alfabeta ᴦ (ļitamo: bet) je rezervisano za oznaļavanje beskonaļnih 

kardinala, koje ĺemo dati u sledeĺoj definiciji. 
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Definicija 5.2.1  Definiġimo rekurzijom niz beskonaļnih kardinala: 

Á ; 

Á . 

Na ovaj naļin smo dobili niz beskonaļnih kardinala 

ᴦ0, ᴦ1, ᴦ2, é 

koji su, respektivno, kardinali skupova 

ɤ, P(ɤ), P(P(ɤ)), é 

Ovaj beskonaļan niz beskonaļnih kardinala smo veĺ pomenuli, kad 

smo uveli alefe. 

Tada vaģi da ᴦ1 = . Kantorova teorema implicira da za sve n  ɴɤ vaģi  

 

ᴦn < ᴦn+1. 

Ako je ɝ graniļni ordinal, onda ᴦɝ = sup {ᴦŬ : Ŭ < ɝ}.  

Kako ne postoji kardinal izmeĽu ᴥ0 i ᴥ1 vaģi: ᴦ1 Ó ᴥ1. Koristeĺi 

transfinitnu indukciju dobijamo da za sve ordinale Ŭ 

ᴦŬ Ó ᴥŬ. 

 

5.3. Kofinaln ost 
 

 

Definicija 5.3.1  Neka je ἂA, Ẅἃ striktno ureĽen skup i B Ṗ A. Kaģemo 

da je A kofinalan (eng. cofinality) sa B ako 

xᶅ ɴ  A ɱ y ɴ  B  x Ẇ y. 

Na primer, ἂᴙ, <ἃ je kofinalan sa ɤ, ili ɤ + 1 = ɤ  ᷾{ɤ} je kofinalan 

sa {ɤ}.  

 

Teorema 5.3.1 (Hauzdorfova
13

 teorema)  Proizvoljan striktno ureĽen 

skup ἂA, Ẅἃ je kofinalan sa skupom B Ṓ A za koji vaģi: 

Á ἂB, Ẅἃ je dobro ureĽen, 

Á type(ἂB, Ẅἃ) Ò |A|. 

 

Dokaz. Neka je Ẅ*
 striktno dobro ureĽenje skupa A tako da 

type(ἂA, Ẅ*ἃ) = |A|. 

 

                                                 
13

 Felix Hausdorff (1868ï1942), nemaļki matematiļar 



 
30 

 

Neka je  

B = {y  ɴA : zᶅ  ɴA  y Ẅ z ᵼ y Ẅ*
 z}.  

Sada ĺemo pokazati da je skup A kofinalan sa B. 

Neka je x  ɴA. Tada tvrdimo da je  

 

elemenat skupa B. 

Ako je z  ɴA i y0 Ẅ z onda x Ẅ z i tada zbog izbora elementa y0 vaģi i 

y0 Ẅ
*
 z. Tada y0  ɴB. 

Sada ĺemopokazati da su dva ureĽenja Ẅ i Ẅ*
 ista na skupu B. 

Neka su y, z  ɴB i pretpostavimo da je y Ẅ z. Iz definicije skupa B 

sledi da y Ẅ*
 z. Zato je Ẅ striktno dobro ureĽenje skupa B i  

type(ἂB, Ẅἃ) = type(ἂB, Ẅ*ἃ) Ò type(ἂA, Ẅ*ἃ) = |A|. 

ƴ  

 

Definicija 5.3.2  Neka je ἂA, Ẅἃ proizvoljan striktno ureĽen skup. 

Najmanji ordinal ɝ za koji je ἂA, Ẅἃ kofinalan sa nekim striktno dobro 

ureĽenim podskupom B ordinalnog tipa ɝ se naziva kofinalnost skupa 

ἂA, Ẅἃ i oznaļava sa cf(ἂA, Ẅἃ). 
 

Dakle, cf(ἂA, Ẅἃ) = ɝ ako su sledeĺi uslovi zadovoljeni: 

Á ἂA, Ẅἃ kofinalan sa nekim B Ṓ A, 

Á B je striktno dobro ureĽen, 

Á type(ἂB, Ẅἃ) = ɝ, 

Á ɝ je najmanji ordinal sa prethodnim osobinama. 

 

Dobra definisanost cf(ἂA, Ẅἃ) za neki striktno ureĽen skup sledi iz 

prethodne teoreme i vaģi 

cf(ἂA, Ẅἃ) Ò |A|. 

Ako su ἂA, Ẅἃ i ἂA*
, Ẅ*ἃ izomorfni, tj. ἂA, Ẅἃ ḙ ἂA*

, Ẅ*ἃ tada 

oļigledno cf(ἂA, Ẅἃ) = cf(ἂA*
, Ẅ*ἃ). Zato ima smisla sledeĺa definicija. 

Definicija 5.3.3  Neka je ɝ proizvoljan ordinal. Tada kofinalnost 

ordinala ɝ oznaļimo sa cf(ɝ), i to je ordinal cf(ἂA, Ẅἃ), gde je ἂA, Ẅἃ 
takav striktno dobro ureĽen skup da vaģi type(ἂA, Ẅἃ) = ɝ, tj. ἂA, Ẅἃ ḙ 

ἂɝ, ɝɴἃ. 

Nije teġko primetiti da je cf(ἂA, Ẅἃ) = 1 ako i samo ako ἂA, Ẅἃ ima 

poslednji element. Ako ἂA, Ẅἃ nema poslednji element i A Í ɲ, onda 

cf(ἂA, Ẅἃ) Ó ɤ. 
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Primeri:  

a) cf(n) = 1 ako n > 0 i n  ɴɤ, 

b) cf(ɤ) = ɤ, 

c) cf(ɤɤ) = ɤ, jer je ἂɤɤ, <ἃ kofinalan sa {ɤn : n  ɴɤ}.  

 

U nastavku ĺemo ļesto koristiti sledeĺu definiciju. 

 

Definicija 5.3.4  Neka je ɝ proizvoljan ordinal. Tada kaģemo da je ɝ  

Á regularan, ako je cf(ɝ) = ɝ >1, 

Á singularan, ako je 1 < cf(ɝ) < ɝ. 

Primeri: ɤ je regularan, ɤɤ i ɤ + ɤ su singularni, ali n  ɴɤ i ɤ + 1 

nisu ni regularni ni singularni. 

 

 

Teorema 5.3.2   

1) Za proizvoljan ordinal ɝ Í 0, cf(ɝ) je ili 1 ili regularan ordinal. 

2) Svaki regularan ordinal je beskonaļan kardinal. 

Dokaz. 1) Ako je ἂA, Ẅἃ striktno dobro ureĽen skup, C Ṓ B Ṓ A, A 

kofinalan sa B i B kofinalan sa C, onda je i A kofinalan sa C. Tada 

sledi 

cf(ἂB, Ẅἃ) Ó cf(ἂA, Ẅἃ). 

Neka je sada A takav striktno dobro ureĽen skup da 

type(ἂA, Ẅἃ) = ɝ. 

Uzmimo da 

ɓ = cf(ɝ) > 1. 

Birajmo jedan striktno dobro ureĽen skup B Ṓ A takav da je     

type(ἂB, Ẅἃ) = ɓ i A je kofinalan sa B. Tada je  

cf(ɓ) = cf(ἂB, Ẅἃ) Ó cf(ἂA, Ẅἃ) = ɓ. 

Kako oļigledno vaģi cf(ɓ) Ò ɓ, imamo 

cf(ɓ) = ɓ > 1 

pa zato je cf(ɝ) = ɓ regularan ordinal. 

2) Neka je Ŭ regularan ordinal, tj. cf(Ŭ) = Ŭ > 1. Tada na osnovu 

Hauzdorfove teoreme 

cf(Ŭ) Ò |Ŭ| i |Ŭ| Ò Ŭ. 
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Dakle, |Ŭ| = Ŭ a to znaļi da je Ŭ kardinal. Ŭ ne moģe da bude konaļan, 

jer bi onda vaģilo cf(Ŭ) Ò 1. 

ƴ  

Ova teorema implicira: ako je ɝ < ɤ1 graniļni ordinal, onda je cf(ɝ) = 

ɤ, tj. svaki prebrojiv graniļni ordinal je kofinalan sa nekim 

podskupom ordinalnog tipa ɤ. 

Videli smo da nije svaki beskonaļan kardinal regularan, npr. ᴥɤ je 

singularan. 

 

 

Posledica 5.3.1  Svaki naredni kardinal je regularan. 

Dokaz. Znamo da je svaki beskonaļni kardinal graniļni ordinal. Ako 

je ɝ graniļni ordinal, onda je ἂɝ, <ἃ kofinalan sa A Ṗ ɝ ako i samo ako 

je  

A᷾ = sup A = ɝ. 

Neka je sada ə = ɚἅ za proizvoljan ɚ Ó ɤ. Tada je ə graniļni ordinal.  

Pretpostavimo da je 

A Ṗ ə i type(ἂA, Ẅἃ) < ə. 

Tada je |A| < ə i zato |A| Ò ɚ. Dalje, vaģi da |ɝ| Ò ɚ za proizvoljan ɝ  ɴA. 

Zbog toga vaģi 

|sup A| Ò |A᷾| Ò ɚ
2
 = ɚ < ə, 

pa zato je 

sup A < ə. 

Sledi da ə nije kofinalan sa A. 

ƴ  

Nije svaki regularan kardinal naredni kardinal, npr. ɤ je regularan 

graniļni kardinal. Postavlja se pitanje da li postoje regularni graniļni 

kardinali veĺi od ɤ? Takvi kardinali se nazivaju slabo nedostiģni 

kardinali. Ako za slabo nedostiģan kardinal ə vaģi i sledeĺi uslov 

ɚᶅ < ə (2
ɚ
 < ə) 

onda se govori o jako nedostiģnom kardinalu. 

Dakle, imamo sledeĺu definiciju. 

Definicija 5.3.5  Slabo nedostiģni kardinali su neprebrojivi regularni 

graniļni kardinali (Hausdorff, 1908.), a jako nedostiģni kardinali su 

neprebrojivi regularni jako graniļni kardinali (Tarski, 1930.). 
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Sledeĺa teorema daje jednu osobinu cf(ə) za beskonaļane kardinale ə. 

 

Teorema 5.3.3  Ako je ə proizvoljan beskonaļan kardinal, onda je 

cf(ə) najmanji ordinal Ŭ, za koji se moģe naĺi niz kardinala {əɝ < ə :   

ɝ < Ŭ} , takav da  

 

Dokaz. Neka je ŭ najmanji ordinal sa datom osobinom. Prvo 

dokazujemo da ŭ Ò cf(ə). Neka je A Ṗ ə takav skup da je type(ἂA, <ἃ) 
= cf(ə) i ἂə, <ἃ je kofinalan sa A. Kako smo videli u prethodnoj 

posledici, vaģi A᷾ = ə. Zato 

 

tj. vaģi 

 

Kako je |ɝ| < ə, ako je ɝ < ə, onda dobijamo 

ŭ Ò type(ἂA, <ἃ) = cf(ə). 

Dokazujemo da vaģi i cf(ə) Ò ŭ. Kako je cf(ə) Ò ə, u dokazu moģemo 

pretpostaviti da je ŭ < ə. Birajmo jedan takav niz kardinala {əɝ : ɝ < ŭ}  

za koji je  

əɝ < ə ako je ɝ < ŭ, 

i 

 

Neka je 

A = {əɝ : ɝ < ŭ}.  

Tvrdimo da je ἂə, <ἃ kofinalan sa A. Ako ovo ne bi vaģilo, onda bi 

postojao ordinal ɖ < ə za koji je A Ṗ ɖ. Ali tada bi bilo 
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zbog pretpostavke o ordinalu ŭ. Stigli smo do kontradikcije, i tako, 

stvarno, ə je kofinalan sa A. Na osnovu reļenog u dokazu teoreme 

5.3.2 imamo 

cf(ə) Ò cf(ἂA, <ἃ). 

S druge strane, iz Hauzdorfove teoreme sledi 

cf(ἂA, Ẅἃ) Ò |A| Ò |type(ἂA, <ἃ)| = |ŭ| Ò ŭ. 

Dakle, cf(ə) Ò ŭ. 

ƴ  

Teorema 5.3.4  Ako je ἂA, Ẅἃ proizvoljan striktno ureĽen skup,         

B, C Ṗ A i A je kofinalan i sa B i sa C, onda je 

cf(ἂB, Ẅἃ) = cf(ἂC, Ẅἃ). 

Dokaz. Neka su cf(ἂB, Ẅἃ) = ɓ i cf(ἂC, Ẅἃ) = ɔ. Zbog simetriļnosti 

dovoljno je pokazati da je ɔ Ò ɓ. 

Po definiciji, moģemo birati takve skupove B1 Ṓ B i C1 Ṓ C da je 

type(ἂB1, Ẅἃ) = ɓ i type(ἂC1, Ẅἃ) = ɔ. 

B je kofinalan sa B1 i C je kofinalan sa C1. Tada je A kofinalan i sa B1 

i sa C1. Neka je f jedna takva funkcija ļiji je domen skup B1 i  

 

Funkcija f je dobro definisana jer A je kofinalan sa C1. Tada je C 

kofinalan i sa f [B1] jer za proizvoljan z  ɴA postoji takav x  ɴB1 da 

z Ẇ x Ẇ f(x)  ɴf [B1]. 

Zato na osnovu reļenog vaģi 

type(ἂf [B1], Ẅἃ) Ó ɔ. 

S druge strane, zbog f [B1] Ṗ C1 vaģi type(ἂf [B1], Ẅἃ) Ò ɔ, pa sledi 

type(ἂf [B1], Ẅἃ) = ɔ. 

Neka je sada g takva funkcija da D(g) = f [B1] i  

 

Tada funkcija g strogo monotono preslikava f [B1] u B1 i zato je 

ɔ = type(ἂf [B1], Ẅἃ) Ò type(ἂB1, Ẅἃ) = ɓ. 

ƴ 
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Posledica 5.3.2  Ako je ə graniļni kardinal, onda se moģe naĺi jedan 

strogo monotono rastuĺi niz kardinala {əɝ : ɝ < cf(ə)}  takav da 

 

 

Dokaz. Ako je ə graniļni kardinal, onda je kofinalan sa skupom 

A = {ɚ < ə : ɚ je kardinal} 

zato ġto za proizvoljan ɝ < ə vaģi 

ɝ < |ɝ|ἅ < ə. 

Zbog toga, na osnovu prethodne teoreme 

cf(ἂA, <ἃ) = cf(ə). 

Neka je B Ṗ A takav podskup da je A, dakle onda i ə kofinalan sa B, i 

type(ἂB, <ἃ) = cf(ə). Neka je B = {əɝ : ɝ < cf(ə)} jedno strogo 

monotono nabrajanje skupa B ordinalnog tipa cf(ə). Kako smo to 

videli ranije, tada vaģi 

 

ƴ  

 

Na osnovu prethodnih tvrĽenja moģe se pokazati da je cf(ᴥŬ) = cf(Ŭ), 

ako je Ŭ proizvoljan graniļni ordinal. 
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6. Stepenovanje kardinala 
 

6.1. Problemi sa stepenovanjem 
 

 

U treĺom poglavlju videli smo u dokazu osnovne teoreme aritmetike 

da zbir i proizvod dva beskonaļna kardinala uvek moģemo odrediti. U 

ovoj glavi se bavimo stepenovanjem kardinala, tj. ispitujemo kako 

moģemo dobiti vrednost izraza ɚ
ə
. Videĺemo da ovo dovodi do teģih 

problema. Do sada samo znamo, na osnovu Kantorove teoreme, da 2
ə
 

> ə. Iz ovog rezultata samo znamo zakljuļiti da 2
ə 
ne moģe da bude 

jednak sa ə. Zato se odmah postavlja pitanje: da li je taļna jednakost 

2
ə
 = əἅ? 

Matematiļari su posebno ispitivali osobine kardinala . Poznato je 

da je kardinalnost skupa realnih brojeva baġ , tj.  = . Problem 

koji pita: Sa kojim kardinalom je jednak ? zove se Problem 

kontinuuma. TvrĽenje da je zove se Kontinuum hipoteza 

(CH)
 14
. Sliļno, za svaki ordinal Ŭ, dakle, imamo da je 

. 

Uopġteni problem kontinuuma pita: Sa kojim kardinalom je jednak 

? TvrĽenje da je  se zove Uopġtena kontinuum hipoteza 

(GCH)
15

.  

Ove probleme je postavio veĺ Kantor na kraju XIX. veka. Kako dugo 

vremena niko nije uspeo da naĽe reġenje ovih problema, stekli su 

ubeĽenje da se ta pitanja ne mogu odluļiti iz poznatih pretpostavki 

(naivne) teorije skupova. Nereġivost ovih osnovnih problema je imala 

najveĺi uticaj na razvijanje aksiomatske teorije skupova. 

                                                 
14

 eng. Continuum hypothesis 
15

 eng. Generalized continuum hypothesis 
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K. Gedel je 1939 g. pokazao da se GCH ne moģe opovrgnuti iz 

aksiome teorije skupova ZF (odnosno ZFC). Preciznije, to znaļi da 

ako iz ostalih aksioma ne stiģemo do kontradikcije, onda ne dobijamo 

kontradikciju ni ako GCH dodamo ostalim aksiomama. 

Dakle, vaģi sledeĺa teorema. 

 

Teorema 6.1.1  (Gedel
16

) GCH je saglasna sa teorijom ZF, tj. ako je 

ZF neprotivreļna, onda je i ZF+GCH neprotivreļna. 

ƴ  

Tek je 1963. g. P. Koen pokazao da se tvrĽenje  ne moģe ni 

dokazati iz aksiome teorije skupova, tj. vaģi sledeĺa teorema. 

 

Teorema 6.1.2  (Koen
17

) Ako je ZF neprotivreļna onda je i ZF + D CH 

neprotivreļna. Prema tome, CH je nezavisna od ZF teorije skupova.  

ƴ  

Kasnije su njegovim metodom dokazali da ni to ne vodi do 

kontradikcije, ako pretpostavimo da je kontinuum  "proizvoljno 

veliki". Ġta viġe, jedino zakljuļivanje za  je to da Í ə ako je 

cf(ə) = ɤ, ġto ĺemo i mi dokazati. 

Dakle, na osnovu reļenog moģe se primetiti da jako malo ima 

teorema, koja neġto bitno tvrde o ponaġanju izraza ɚ
ə
. U nastavku 

ĺemo dokazati dva najvaģnija od tih tvrĽenja. Konaļno, pokazaĺemo i 

to da pomoĺu te dve teoreme, ako pretpostavimo GCH, onda vrednost 

izraza ɚ
ə
 uvek moģemo odrediti. 

 

6.2. Kenigova teorema 
 

 

Teorema 6.2.1  (Kenig
18

) Neka su {ɚɝ : ɝ < Ŭ}  i {əɝ : ɝ < Ŭ}  dve 

kolekcije kardinala tako da ɚɝ < əɝ za svaki ɝ < Ŭ. Tada vaģi 

 

Dokaz. Oznaļimo sumu sa ɚ a proizvod sa ə. Birajmo u parovima 

disjunktne skupove Lɝ tako da 

 

i 

|Lɝ| = ɚɝ. 

                                                 
16

 Kurt Gºdel (1906ï1978), ameriļki matematiļar austrijskog porekla 
17

 Paul Cohen (1934ï2007), ameriļki matematiļar 
18

 KŖnig Gyula (1849ï1913), maĽarski matematiļar 
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Uvedimo i sledeĺu oznaku 

 

Tada vaģi |K| = ə. Treba dokazati da ə Ṁ ɚ. 

Pretpostavimo suprotno, tj. da ə Ò ɚ. To znaļi da postoji takav skup    

L Ṗ ɚ i takva funkcija f da vaģi L ~f K. Tada bijekcija f svakom 

elementu x  ɴL dodeljuje jednu funkciju f(x) iz K. Sliku funkcije f(x) u 

taļki ɝ oznaļimo sa f(x)(ɝ). 

Neka sada definiġemo skup Kɝ za proizvoljan ɝ < Ŭ na sledeĺi naļin: 

Kɝ = { f(x)(ɝ) : x  ɴLɝ  ᷊L}.  

Kako je 

|Lɝ  ᷊L| Ò |Lɝ| = ɚɝ < əɝ, 

tada sledi 

|Kɝ| < əɝ, 

pa moģemo zakljuļiti 

əɝʌKɝ Í ɲ, 

za svaki ɝ < Ŭ. 

Posmatrajmo jednu funkciju izbora ű takvu da vaģi ű(ɝ)  ɴəɝʌKɝ, ako 

je ɝ < Ŭ. Tada ova funkcija ű pripada skupu K. 

Tvrdimo da 

ű Í f(x) 

za proizvoljan x  ɴL. Stvarno, ako x  ɴL onda, s jedne strane, x  ɴ      

Lɝ  ᷊L za neki ɝ < Ŭ i zato je  

f(x)(ɝ)  ɴKɝ, 

a s druge strane, ű(ɝ)  ɵKɝ i zato je  

f(x)(ɝ) Í ű(ɝ). 

Tada sledi f(x) Í ű. Dobili smo kontradikciju, jer funkcija f preslikava 

L na K. 

Dakle, pretpostavka je netaļna, i tada ɚ < ə. 

ƴ  

 

Napomena. Nije teġko proveriti da je Kantorova teorema specijalan 

sluļaj Kenigove teoreme, odnosno da je prethodna teorema jedna 

generalizacija Kantorove. Naime, ako stavimo da ɚɝ = 1 i əɝ = 2 onda 

dobijamo  = |Ŭ| i  = |{f | f: Ŭ Ÿ , ɝᶅ < Ŭ             

f(ɝ)  ɴ {0,1}} | = |
Ŭ
{0,1}| = 2

|Ŭ|
, pa dobijamo poznatu Kantorovu 

nejednaļinu |Ŭ| < 2
|Ŭ|

. 
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Posledica 6.2.1.  Ako je {əɝ : ɝ < Ŭ}  strogo rastuĺi niz kardinala, gde 

je Ŭ graniļni ordinal i ə0 > 0, tada vaģi 

 

Dokaz.  

 

Prva nejednakost sledi iz Kenigove teoreme i ļinjenice da əɝ < əɝ+1, 

gde je ɝ < Ŭ. Druga nejednaļina sledi iz ovoga: 

ako su ɝ, ɖ < Ŭ i ɝ Í ɖ onda je ɝ + 1 Í ɖ + 1 i ɝ + 1 < Ŭ. 

ƴ  

 

Posledica 6.2.2.  Ako je ə proizvoljan beskonaļan kardinal, onda vaģi 

ə
cf(ə)

 > ə. 

Dokaz. Ako je ə regularan, onda 

ə
cf(ə)

 = ə
ə
 Ó 2

ə
 > ə. 

Neka je sada ə singularan. Tada je ə graniļni ordinal, i zato na osnovu 

posledice 5.3.2 postoji strogo rastuĺi niz kardinala {əɝ : ɝ < cf(ə)} da 

 

Moģemo pretpostaviti da ə0 > 0. Tada po posledici 6.2.1 sledi 

 

ƴ  

 

Posledica 6.2.3  Neka su ə i ɚ kardinali, za koje vaģi da ə Ó ɤ i ɚ Ó 2.  

Tada je  

cf(ɚ
ə
)  > ə. 

Dokaz. Po pretpostavci, ɚ
ə
 je beskonaļan kardinal. Tada iz prethodne 

posledice sledi 

 >   

Znamo, ako je ɛ Ò ə, onda  
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Tada je 

 

ġto implicira 

cf(ɚ
ə
) Ṁ ə. 

ƴ  

 

Specijalan sluļaj ovog rezultata je da 

cf( ) Í , 

ġto implicira npr. sledeĺi vaģan zakljuļak: 

 Í , 

jer je cf( ) =  (primer pod c) posle definicije 5.3.3). 

Dakle, ako za proizvoljan kardinal ə vaģi da cf(ə) = , onda moģemo 

zakljuļiti da 

ə Í  

kako smo to veĺ pomenuli na poļetku poglavlja. 

Na osnovu AC odnosno njenog ekvivalenta, tj. da se svaki skup moģe 

dobro urediti, vrednost kardinala  je ᴥŬ za neki ordinal Ŭ, ali se ne zna 

za koji Ŭ. Iz Kantorove teoreme sledi da nije Ŭ = 0. Kako smo videli, 

pitanje da li je Ŭ = 1 (tj. CH) je nereġiv (teoreme Gedela i Koena). U 

naġem sistemu aksioma to tvrĽenje se ne moģe ni dokazati ni 

opovrgnuti. 

Najvaģnija posledica teoreme Keniga, ġto se tiļe Problema 

kontinuuma, je da sigurno znamo o nekim kardinalima da nisu jednaki 

sa . Naravno, s tim rezultatom taj problem nije reġen, samo neke 

moguĺnosti su iskljuļene. Teorema ne daje nikakvu instrukciju za 

odreĽivanje vrednosti kontinuuma . Sistem aksioma ZFC to ne zna da 

odluļi. 

Posle Koenovog rada Solovay
19

 je pokazao da  moģe da bude bilo 

koji kardinal ļija je kofinalnost veĺa od ᴥ0. 

                                                 
19

 Robert Martin Solovay (1938ï ), ameriļki matematiļar 
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6.3. Bernştajn ȼ Hauzdorf ȼ Tarski - teorema                                                                                                          
 

 

Sledeĺa teorema tvrdi da vrednost izraza ə
ɚ
 ponekad moģemo da 

izraļunamo pomoĺu vrednosti Ű
ɚ
 (Ű < ə). 

 

Teorema 6.3.1 (Bernġtajn ï Hauzdorf ï Tarski
20

)  Neka su ə i ɚ 

kardinali za koje vaģi ə Ó ɤ i 0 < ɚ < cf(ə). Tada je 

 

gde Ű "trļi" po kardinalima. 

Dokaz. ɚ Ó 1, zato zbog monotonosti stepenovanja, vaģi 

 

Po definiciji ə
ɚ
 je kardinalnost skupa

 ɚ
ə svih funkcija f: ɚ Ÿ ə. 

Dokazaĺemo da vaģi jednakost 

 

Jasno, skup na desnoj strani je podskup skupa na levoj strani. Neka je 

f  ɴ . Kodomen funkcije f, koji oznaļimo sa Kod(f), je jedan 

podskup od ə, koji ima kardinalnosti najviġe ɚ. Kako je ɚ < cf(ə), tada 

po definiciji cf(ə) vaģi da ἂə, <ἃ nije kofinalan sa Kod(f). To znaļi da 

postoji ɝ < ə takav da ne postoji nijedan Ŭ iz Kod(f) da ɝ < Ŭ, tj. za 

svaki Ŭ  ɴKod(f) vaģi Ŭ Ò ɝ, pa f  ɴ
ɚ
ɝ. Dakle, moģemo zakljuļiti da je i 

skup na levoj strani podskup skupa na desnoj strani, pa vaģi jednakost 

izmeĽu ta dva skupa. 

Konaļno, prelazeĺi na kardinale, zavrġimo dokaz na sledeĺi naļin: 

 

 

ƴ  

Sada dajemo jedan primer za primenu ove teoreme, koji je bio 

originalna formulacija Bernġtajnove teoreme. 

                                                 
20

 Alfred Tarski(1901ï1983 ), ameriļki matematiļar poljskog porekla 




