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Zasnivanje prirodnih brojeva

U ovom delu ¢emo prirodne brojeve definisati kao specijalne ordinale. In-
tuitivno, ordinal «v ée biti prirodan broj akko se o moze dobiti od () kona¢nom
primenom operacije . Dokaza¢emo da je kolekcija svih prirodnih brojeva
skup i da zadovoljava sve Peanove aksiome. Ta ¢injenica moze da posluzi
kao dokaz da naSa formalna definicija prirodnog broja pokriva intuitivan po-
jam prirodnog broja. Na kraju ¢emo dokazati da je skup prirodnih brojeva
najmanji grani¢ni ordinal.

Definicija 1. Za ordinal o kaZemo da je prirodan broj ako

V<) (=0 VvV B jenaredni ordinal).
Na primer, ordinali 0, {0}, {0, {0}} su prirodni brojevi.
Teorema 1. Elementi prirodnog broja su opet prirodni brojeuvi.

Dokaz. Neka je a prirodan broj i g € a. Treba dokazati
(Vy<B8)(y=0 VvV ~ jenaredni ordinal).

Kako imamo 7 < 3 < q, sledi 7 < a, §to daje da je v = ) ili da je v naredni
ordinal.

i
Teorema 2. Ako je o prirodan broj, onda je i aU {a} prirodan broj.

Dokaz. Neka je f < aU{a}. Ako je 8 = aU{a}, onda je 8 naredni ordinal.
Ako je f < aU{a} ondaje 5 € aili f = «a, iz ¢ega sledi f < a. No, kako je
« prirodan broj, onda je § = () ili je 8 naredni ordinal.

U

Uvedimo redom sledeée oznake:
0=0, 1=0t={0}, 2=1"=1U{1}={0,1},
3=2"=2U{2}={0,1,2},...,n+1=nt=nU{n} ={0,1,...,n},...

Prema T1, svi ti ordinali su prirodni brojevi.
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Definicija 2. Za skup A kaZemo da je induktivan ako ) € A i za sve x € A
vazi x U {x} € A.

Prema tome, Aksioma beskonacnosti tvrdi da postoji bar jedan induktivan
skup.

Teorema 3. Neka je I proizvoljan induktivan skup. Svi prirodni brojevi pri-
padaju skupu I.

Dokaz. Znamo da svaka neprazna klasa ordinala ima najmanji element.
Pretpostavimo da je

K ={a:«a jeprirodan brojia & I} # 0,
i neka je oy najmanji ordinal u K. Jasno, ag # ). Dakle, « je naredni ordinal.

Neka je oy = S U {B}. Onda je 8 € « takode prirodan broj i f < ag, pa
mora 3 € I. Iz toga sledi 8 € I sto daje ag € I, kontradikcija. [

Teorema 4. Klasa svih prirodnih brojeva jeste skup.

Dokaz. Zbog Aksiome podskupa znamo da je
{a €I: « jeprirodan broj }

sigurno skup, za bilo koji induktivan skup I. No, prema Teoremi 3, to je
tacno skup svih prirodnih brojeva.
O

Definicija 3. Sa w éemo obelezZavati skup svih prirodnih brojeva.

Teorema 5. Skup w zadovoljava sve Peanove aksiome, tj.

1. D ew
2 ncew=n"€cw

3 n#m=n"#%m"
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4. (VX Cuw)(DeXA(WVneXnteX)= X =w).

Dokaz.
(1) i (2) su evidentni.
(3) Neka je n # m. Ako bi bilo nU {n} = m U {m}, dobili bi

(nem V n=m)A(men V m=n).

Zbog n # m dobijamo n € m i m € n tj. n € n, sto je kontradikcija.

(4) Pretpostavimo suprotno, da je w\ X # ). Kako je to neprazan skup
ordinala, ima najmanji. Oznacimo ga sa ng. Onda je ng # (), pa je ng =
m U {m}, za neki m € w. Odatle sledi m € ngy tj. m < ny pa mora m € X.
No, tada bi m™ € X, §to je kontradikeija.

]

Teorema 6. w je najmangi granicni ordinal.

Dokaz. Znamo da je svaki tranzitivan skup ordinala ponovo ordinal. Kako
iz a € f €wsledi a € w, dobijamo da je w tranzitivan, pa je w ordinal.

Pretpostavimo da je w naredni ordinal tj. w = aU{«a} za neki a. Tada je
a € wpaia’ € w,sto daje w € w kontradikcija. Dakle, w je grani¢éni ordinal.
Na kraju, w je najmanji grani¢ni ordinal, jer svaki o < w jeste prirodan broj,
pa je ili a = () ili je o naredni ordinal.
O



