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Konac¢ni kardinali

Definicija 1 Za skup A kaZemo da je konacan ako je ekvipotentan sa nekim
prirodnim brojem tj.
(Inew) n=A

U suprotnom, A je beskonacan.

U ovom delu ¢emo dokazati da su konacni kardinali tac¢no prirodni brojevi.
Naravno, svi prirodni brojevi su kona¢ni ordinali. Da dokazemo da su svi
prirodni brojevi i kardinali, potrebna nam je sledeca lema.

Lema 1. Nijedan prirodan broj nije ekvipotentan svom pravom podskupu.

Dokaz. Neka je A={ne€w: (Vf:n = n) rang(f) = n}. Potrebno i
dovoljno je dokazati da je A = w. Da bi to dokazali, dovoljno je uveriti se da
je A induktivan.

(i) 0 € A, trivijalno.
(ii) Pretpostavimo da je n € A, dokazimo da je n* € A. Neka je f :

n* =" nt. Treba dokazati da je rang (f) = n™. Posmatrajmo funkciju

Imamo dva slucaja:

o I slucaj: rang(f,) C n. Tada je jasno fj, : n =, pa je rang( fin) = n.
Prema tome, mora f(n) =n, i rang(f) =nU{n}=n".

o II slucaj: rang(f;,) € n. Tada postoji k € n takav da je f(k) = n i

f(n) = r € n. Definisimo novu funkciju g : n U {n} — n U {n} na sledeéi
nacin:
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Jasno, rang(f) = rang(g). S druge strane, rang(g;,) € n, pa imamo da
G i M o Zbog indukcijske hipoteze (tj. n € A) dobijamo da rang(g,) =
n, pa je

rang(g) =nU{n} =n",
sto zbog rang(g) = rang(f) daje rang(f) = n™.
O

Teorema 1. Svi prirodni brojevi su kardinali.

Dokaz. Neka je n € w. Treba dokazati da za sve k < n,k % n. No, k <n
znaci k € n tj. kK C n, pa prema prethodnoj lemi dobijamo k % n.

Lema 2. Nijedan konacan skup nije ekvipotentan svom pravom podskupu.

Dokaz. Neka je A konacan skup, i neka je A ~ n. Neka je B C A. Pret-
postavimo suprotno, neka je f : A n;a B. Ako sa g oznacimo bijekciju koja
preslikava n na A onda imamo da g~ 'o fog:n ln;al g '(B). No, g7'(B) C n,
sto je kontradikcija sa Lemom 1.

g9

n, — A

1-1,na

1n—a1 l f

1—-1,na

n C f1(B) o B cA
]

Teorema 2. Svi konacni ordinali su prirodni brojevi tj.

(Va € ON)(Vn € w)(a =n = a=n).

Dokaz. Neka je a ~ n, i pretpostavimo da je o # n. Kako sui ain
ordinali, onda mora o < n ili n < a. Ako bi bilo & < n onda a C n, sto je
kontradikcija sa Lemom. Ako bi bilo n < o onda n C «, a to je kontradikcija
sa Lemom 2.

OJ

Naravno, kako su svi prirodni brojevi kardinali, dobijamo da su konacni
kardinali ta¢no prirodni brojevi.



