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Kardinali kao specijalni ordinali

Kao sto smo ranije dokazali, prema Teoremi o tipu striktno dobro uredenog
skupa, za svaki striktno dobro ureden skup (A, <) postoji ordinal « koji je
izomorfan sa (A, <). Dakle, klasa ordinala o takvih da je A ~ « je sigurno
neprazna. S druge strane, svaka neprazna klasa ordinala ima najmanji ele-
ment. Te dve ¢injenice nam omogucavaju da, u slucaju da se skup A moze
dobro urediti, kardinalnost skupa A, (u oznaci |A|), definiSemo na slede¢i
nacin:

Definicija 1 Neka se skup A moze dobro urediti. Kardinalnost skupa A,
(u oznaci |A|) jeste nagmangi ordinal o takav da je a = A.

Ako prihvatimo Aksiomu izbora, onda se svaki skup moze dobro urediti,
pa je kardinalnost |A| definisana za svaki skup A. Primetimo da u slucaju
ordinala, AC nije potrebna: svaki ordinal « ima svoju kardinalnost |«|. Prema
tome, pojam kardinala mozemo definisati korektno i bez pozivanja na AC.
Naime:

Definicija 2 Za ordinal o kaZemo da je kardinal ako je

a=|al.

Naravno, za svaki skup A, |A| jeste kardinal. Naime, ako bi postojao
ordinal 8 < |A| takav da je § ~ |A|, onda zbog |A| ~ A bi dobili § ~ A, sto
je suprotno sa definicijom |A|.

Sledeca teorema je, u stvari, samo preformulacija definicije kardinala, ali
¢e se u daljem radu pokazati kao korisna.

Teorema 1. Ordinal o je kardinal akko (V5 < ) % .

Dokaz.

(=) Neka je |a| = a. To znaci da je a najmanji ordinal ekvipotentan sa «.
(<) kako je @ ~ « onda uslov (VG < «)f % « znaéi po definiciji da je
la| = a.

O

U sledece dve teoreme ¢emo pokazati kakav je odnos izmedu ekvipotencije,
relacije < i kardinalnosti. Po dogovoru ¢emo, kad god se u daljem tekstu
pojavi oznaka |A|, podrazumevati da se doti¢ni skup A moze dobro urediti.
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Teorema 2. Za sve skupove A, B vazi

A~ B <= |A| =|B)|.

Dokaz.

(=) Neka je A =~ B. Tada zbog A ~ |A| i B ~ |B| zaklju¢ujemo A ~ |B|
i B ~ |A|. Po definiciji kardinalnosti skupova sada sledi |A| < |B| odnosno
|B| < |A]. No, kako je relacija < (definisana na klasi svih ordinala) anti-
simetricna, sledi |A| = |B].

(<) Neka je |A| = |B|. Onda A ~ |A| = |B| ~ B, pa je A=~ B.
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Teorema 3. Za sve skupove A i B vaZi:

|A] < |B| < A< B.

Dokaz.

(=) Neka je |A] = o, |B| = i a < . Tada je a C 3, pa postoji potapanje
i:a— B (i(y) =, za sve v € a). Oznacimo sa f bijekciju iz A u o, asa g
bijekciju iz B u 3. Tadaje h = g 'oio f : A — B injekcija, pa je A < B.
(<) Neka je |A] = a,|B| = 81 A < B. Ozna¢imo sa h injekciju iz A u B.
Pretpostavimo da nije a < 8. Tada je § < a tj. § C a. Nekajei: f — «
identi¢no potapanje S i a. Nekasu f : A — aig: B — [ bijekcije, i
posmatrajmo funkciju ¢ = f~loiog. Tada ¢ : B — A jeste injekcija. Prema
Teoremi Schroder-Bernstein sada iz A < B i B =< A zakljucujemo A ~ B sto
prema prethodnoj teoremi implicira |A| = |B| tj. a = 3, kontradikcija.

O

Prema tome, ako su « i # kardinali, onda

a =~ 3 akko a = £,

a = [ akko a < f.



