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Beskonac¢ni kardinali, alefi, CH

Teorema 1. w je najmanyji beskonacan kardinal.

Dokaz. Da je w beskonacan skup sledi iz ¢injenice da je ekvipotentan svom
pravom podskupu (na primer, f : n — n* je bijekcija izmedu w i w \ {0}),
a znamo (L2) da nijedan konacan skup nije ekvipotentan svom pravom pod-
skupu. Naravno, w je i kardinal, jer za sve f < w vazi § % w. (Naime § < w
znaci § € w tj. [ je prirodan broj pa w ne moze biti ekvipotentan prirodnom
broju jer je beskonacan.) I na kraju, w je najmanji beskonac¢an kardinal, jer
svi ordinali # < w su prirodni brojevi, a oni su konacni.

O

Znamo da je w grani¢ni ordinal. To mozemo dokazati za sve beskonacne
kardinale.

Lema 1. Za svaki ordinal > w vazi
1Bl = 1871
Dokaz. Definisemo funkciju ¢ : 8t — (3 na sledeéi nacin

(B) =10

o(v) =7U{v}, zay <w
p(y) =7, zaw<y<p

Nije tesko proveriti da je ¢ bijekcija.
O

Teorema 2. Svaki beskonacan kardinal je granicni ordinal.

Dokaz. Neka je k neki beskonacan kardinal. Tada x > w. Pretpostavimo
da je k = a™ = a U {a}, za neki ordinal o. Onda je « > w (jer bi inace bilo
a€wiat €wtj. kK <w). No, ako w C «a, onda je lako napraviti bijekciju
izmedu o i aU {a}, pa bi bilo o & aU{a} = k. To bi znacilo a« =~ k i a < k,
Sto je kontradikcija sa ¢injenicom da je x kardinal.

[l

Imajuéi u vidu Cantorovu teoremu, odmah dobijamo:
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Teorema 3. Za svaki kardinal A\, postoji kardinal k, takav da je k > A.
Teorema 4. Klasa svih kardinala nije skup.

Dokaz. Pretpostavimo da je {\ : A je kardinal} skup. Kako je unija
proizvoljnog skupa kardinala ponovo kardinal, onda je U{\ : A je kardinal} =
a kardinal. Prema prethodnom tvrdenju, postoji kardinal x > «. No, « je
supremum skupa { : A je kardinal}, pa bi bilo k < «, §to je kontradikcija.
OJ

Primetimo da sada mozemo zakljuciti da ni klasa svih beskona¢nih kar-
dinala Card, nije skup. Naime, klasa konacnih kardinala w jeste skup, pa
ako bi i Card,, bio skup, dobili bi da je klasa svih kardinala skup.

Alefi

Kratko receno, cilj ovog dela je da se pokaze da se beskonaé¢ni kardinali mogu

"poredati u niz”
No,Nl,...,Na,... (OZEON),

tako da za o < 8 vazi R, < Ng, N, jeste najmanji kardinal veéi od X,, a za
grani¢ni ordinal «,
Na — Uﬁ<aNﬁ

Neka je F(z,y) formula prvog reda na jeziku {€}. Neka je dalje K neka klasa
ordinala pri cemu vazi

(Vo € K)(36 € ON)F(a, B).
Kazemo da je F' funkcionalna relacija na K ako je
(Vo € K)(3!8 € ON)F (e, 5).

U tom slucaju ¢emo pisati F'(a) = i F': K — ON. Prirodno, za F' ¢emo
re¢i da je 71-1”7 ako za sve «, 8 € K vazi

Fla) = F(8) = a =5,

da je "na” ako

(VB € ON)(3a € K)F(a) = 5,
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i da je monotona ako za sve a, f € K vazi
a< f= Fla) < F(3).

Neka je K klasa ordinala. Kazemo da je (K, <) izomorfno sa (ON, <) ako
postoji funkcionalna relacija F' : K — ON koja je ”1-1”, "na” i monotona.
Primetimo da u tom slu¢aju imamo za sve «, f € K

a< fe Fla) < F(B).

Teorema 5. Neka je Card,, klasa svih beskonacnih kardinala. Tada su
(Cards, <) i (ON, <) izomorfni.

Dokaz. e Za sve x € Card,, sa S, oznacimo pocetni segment u Cards,
odreden sa x tj.
Sy ={y € Cards : y < z}.

Kako je S, C z i x je skup, sledi da je S, skup za sve x € Card,,. Jasno,
Sy, <) je striktno dobro ureden skup.

e Neka je F(x,«) formula prvog reda na jeziku {€} koja kaze:
"« je ordinal izomorfan sa (S,, <)”.
Jasno, F'(z, a) je funkcionalna relacija na Card.,. Dokazimo da je F' : Card,, —

ON ”71-1”7, "na” i da je monotona.

e F'je 71-17. Zaista, ako je F(x) = a = F(y) onda je
Sy =2a=S,= 5,285,

pa ako bi, na primer, bilo x < y, onda bi S, bio pocetni segmet od S, a to
je nemoguce, jer smo ranije dokazali (T ) da nijedan striktno dobro ureden
skup nije izomorfan svom poc¢etnom segmentu.

e F' je monotona. Neka je x < y, treba dokazati F'(z) < F(y). Neka je
F(y) = a. Tada je S, = a. Neka je ¢ : S, — « taj izomorfizam. Kako je
r € Sy onda ¢(z) € a. Neka je 8 = ¢(z). Tada je ¢is, : S; — [ izomorfizam
paje S, = G tj. f = F(x), pazbog 5 € a dobijamo F(z) < F(y).

e Oznacimo sa A klasu F(Cardy) tj.

A={a € ON: (I € Cardw)F(z) = a}.
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Nije tesko videti da ako f < aia € Aondai e A.

oF je "na”. Treba, u stvari, dokazati da je A = ON. Pretpostavimo
suprotno tj. A # ON. Tada klasa ordinala X = ON\A ima najmanji
element «. Tada se lako dokazuje da je A = [ay). Zaista,

(C) Neka je a € A. Pretpostavimo da o > ag. Za o = ap dobijamo
ag € A, sto je kontradikcija. Za o > «ag, zbog @ € A dobijamo ponovo
ap € A, kontradikcija. Prema tome, mora a < ag tj. «a € [ay).

(D) Neka je a € [ag) tj. a < ap. Tada a & X, jer je ap najmanji u X, pa
prema tome o € A. Dakle, A = [ag) pa je A skup. Kako je F' ”71-17, onda na
osnovu Aksiome zamene zaklju¢ujemo i da je F~(A) = Card,, takode skup,
Sto je kontradikcija. Prema tome, A = ON i F : Card,, — ON je "na”.

0]

Neka je F': Cardy, — ON izomorfizam izmedu (Card., <) i (ON, <)
definisan u prethodnoj teoremi. Za o € ON, beskona¢ni kardinal F~!(«)
obelezavamo sa N, (alef-alfa). Prema tome, definisali smo niz beskonac¢nih
kardinala

No, Ny, ., Ny ey (Oé c ON)

Naravno, Ny je najmanji beskonac¢an kardinal, tj. w. Uobicajeno je da se taj
niz kardinala, kada se posmatraju kao ordinali, obelezava sa

WOy W1y ey Was ooy (0 € ON).

Direktno iz prethodne teoreme dobijamo:

Teorema 6. (1) Za svaki beskonacan kardinal k postoji ordinal o takav da
je k=N, .

(2) Za sve ordinale o, f vazi: ako o < 8 onda R, < Ng .

Teorema 7.
(1) Za svaki o € ON kardinal X, je najmangi kardinal veéi od X,,.

(2) Ako je o granicni ordinal, onda

NOé - U,B<01Nﬁ
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Dokaz. (1) Naravno, zbog o < v + 1 sledi 8, < ®,41. Ako bi bilo 8, < Nz
onda o < fpaa+1<f, iz cega sledi R,1; < Ng.
(2) Znamo da je
Ug<aRp = sup{Rz: § < a}.
Zmnaci, treba dokazati da je

N, =sup{Ng: f < a}.

Jasno, N, je gornje ogranicenje od {Nz : § < a}. Dokazimo da je 8, najmanje
gornje ogranicenje. Neka je

Ng <4, zasve f < a.
Tada je 0 beskonacan kardinal, pa postoji v € ON, takav da
d=1N,.

Treba dokazati da je N, < N,. Pretpostavimo suprotno tj. 8, < X,. Tada bi
bilo v < «, pa kako je o grani¢ni ordinal, onda v+ 1 < v 1

N7—1—1 < N’ya
jer je N, gornje ogranicenje za sve Nz, 3 < a. No, ovo je u kontradikeiji sa

(1).
0

Kontinuum hipoteza

Znamo da za svaki skup X vazi
2X = P(X)1|P(X)| > |X|.

Prema tome, znamo da je
2% > N,

Kako je N; najmanji kardinal veéi od N, onda je
N, < 2%,

No, da li je X; = 2%7? Da li je 2% najmanji kardinal posle ¥, ? Poznato je
da je kardinalnost skupa realnih brojeva bag 2%, pa se (iz istorijskih razloga)
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taj kardinalni broj zove i kontinuum i obelezava sa c. Prema tome, nase
pitanje mozemo formulisati i ovako: Da [i postoje beskonacni skupovi koji
nisu prebrojivi, a ¢ija kardinalnost je mangja od kontinuuma? Problem koji
pita Koliko je 2% ? zove se Problem kontinuuma. Tvrdenje da je 2% = 8,
zove se Kontinuum hipoteza (CH). Sli¢no, za svaki ordinal o imamo da je

e > N,

i da je Noy; < 2%, Uopsteni problem kontinuuma pita Koliko je 2%?
Tvrdenje da je 2% = R, se zove Uop$tena kontinuum hipoteza (GCH).
Status Kontinuum hipoteze odnosno Uopsene kontinuum hipoteze je slican
statusu Aksiome izbora. Naime, u okvirima ZF se niti mogu dokazati, niti
se mogu oboriti.

Teorema 8. (Godel, 1939) GCH je saglasna sa teorijom ZF, tj. ako je
Z F neprotivrecna, onda je 1 ZF + GCH neprotivreéna.

Teorema 9. (Cohen, 1963) Ako je ZF neprotivreéna onda je i ZF+-CH
neprotivrecna. Prema tome, CH je nezavisna od ZF teorije.



