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11 Mala teorema kompletnosti i odlucivost
iskaznog racuna

Cilj sledece dve sekcije je da dokazemo teoremu kompletnosti za iskazni racun
‘H, koja tvrdi da za sve skupove formula ¥ i sve formule A vazi:

Y | A akko ¥ - A.

Prvo ¢emo dokazati specijalni slucaj ove teoreme, kada je skup hipoteza
prazan (tzv. Mala teorema kompletnosti): Formula A je teorema iskaznog
racuna H akko je A tautologija. Za dokaz Male teoreme kompletnosti potrebna
nam je samo jo$ jedna lema. Kao i ranije, ako je F neka formula, a € {T, L},
onda oznaka F'* znaci F', ako je a = T, odnosno —F ako je a = L.

Lema 8 Nekaje A = A(py,pa,...,pn) neka formula i neka suay, as, ..., a, €
{T,L}. Ako je a = A(ay,as,...,a,), tada vazi

p1a1,p2a2, s 7Pna" = A

DoxkAz. Indukcijom po slozenosti formule A.

1. Neka je A = p;, gde je 1 < i <n. Tada je jasno

ai az

b1 ,p2 7. 7pnan - piai~
2. Pretpostavimo da tvrdenje vazi za formule B i C' i dokazimo da tada
vazi i za formule =B i B = C.

e Slucaj —B. Neka je b = B(ay,as,...,a,). Po indukcijskoj pret-
postavci imamo

p1a1,p2a2, s 7pnan - Bb-

Ako je a = —B(ay,as,...,a,), onda znamo da je a = —b. U
slucaju da je b = T, po indukcijskoj hipotezi imamo

p1a17p2a27 s 7pnan - B7

odnosno
aj

b1 ap2a2a"'7pnan - ﬁ_‘B7
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a to je

plalap2a27 s >pnan = (_'B)J—a
sto 1 jeste ono §to treba dokazati, jer je a = L. Slicno, ako je
b= 1, onda po indukcijskoj hipotezi imamo

p1a17p2a27 s 7pnan = _'B7

a to je bas tvrdenje koje treba dokazati, jer je u tom slucajua = T.

e Slucaj B = C. Nekaje B = B(p1,p2,---,b,)1C = C(p1,p2, .- ,Dn),
i neka je b = B(ay,aq,...,a,), c = C(ay,as,...,a,). Tada po in-
dukcijskoj hipotezi imamo da je

ai

Y4 7p2a27 s 7pnan F Bba

P P2 e B O

Ako je a vrednost formule B = C' u istoj valuaciji (tj. u valuaciji
7 u kojoj je 7(p;) = a;, za sve i € {1,2,...,n}), onda je naravno
a = (b= ¢). U zavisnosti od konkretnih vrednosti b i ¢, imamo
¢etiri slucaja:

(a) b=T,c=T,

(b) b=T,c=1,

() b=1l,e=T,

(d) b=1l,c= 1.

No, zbog Leme 6, u sva cetiri slucaja imamo da vazi
B’ C°F (B = 0),
pa prema tome

plalap2a27 s >pnan - (B = C)a-

Teorema 23 (Mala teorema kompletnosti) Za svaku iskaznu formulu A

= A akko F A.

DokAz.
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e Smer (+). Neka je - A ineka je Ay, As, ..., A, dokazni niz za formulu
A. Dokazimo da je A tautologija, indukcijom po duzini dokaza n.

1. Neka jen = 1. Tada se dokazni niz sastoji od jedne jedine formule,
A, $to znaci da je A neka aksioma. No, sve aksiome su tautologije,
pa je = A.

2. Pretpostavimo da tvrdenje vazi za sve formule ¢iji je dokazni niz
kra¢i od n. Neka je sada F A i neka je odgovarajuc¢i dokazni
niz Ay, As, ..., A,. Poslednja formula u tom nizu je formula A,
i prema definiciji dokaznog niza, imamo dve moguénosti: A je
aksioma ili A sledi iz ranijih formula u nizu na osnovu pravila
Modus Ponens. U prvom sluc¢aju A je tautologija. Neka je formula
A dobijena pomocu pravila MP od formula A; odnosno A; = A.
Kako su te dve formule ranije u dokaznom nizu, imaju dokaze cija
je duzina manja od n, pa za njih vazi indukcijska hipoteza. Prema
tome,

EAL EA = A
No, tada je i formula A tautologija, Sto smo i trebali dokazati.

e Smer (—). Neka je formula A = A(py,pe,...,p,) tautologija. Zbog
prethodne leme, za sve ay,aq, ...,a, € {T, L} vazi:

ay

b1 7p2a27"'7pnan - A7

jer je a = A(ay, as,...,a,) uvek T. Posmatrajmo sada slucajeve kada
je a, = T ikada je a, = L:

ay

b1 7p2a27"'7pn - AJ

p1a17p2a27 coey Pn HA.

Primenimo sada Teoremu dedukcije na oba sluc¢aja, dobijamo
p1a17p2a27 s ;pn—l(hﬁl - Pn = A7

p1a17p2a27 s 7pn—1an71 H “Pn = A
Pravilo SP nam daje p, = A, -p, = A+ A. Prema tome,

ai

P1 7p2a2a s 7pn—1an71 - A
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Ponovimo ovaj postupak jos n — 1 puta. U poslednjem koraku ¢emo
imati
P1 FAi —P1 F A,

i kada poslednji put primenimo Teoremu dedukcije i pravilo SP, dobi-
jamo konaé¢no - A.

O

Posledica Male teoreme kompletnosti je odlucivost iskaznog racuna:

Teorema 24 (Odluéivost iskaznog racuna) Iskazni racun H je odluciv
tj. postoji algoritam koji za svaku iskaznu formulu A odlucuje o tome da li
je A teorema iskaznog racuna.

DoxkAz. Zbog Male teoreme komletnosti, da bi formula A bila teorema
potrebno je i dovoljno da je A tautologija, Sto mozemo proveriti, na primer,

konstrukcijom istinitosne tablice za A.
OJ

Kao $to smo ranije napomenuli, ako iskazna formula A ima n iskaznih
slova, njena istinitosna tablica ima 2" vrsta, Sto znaci da je metod istini-
tosnih tablica za proveravanje da li je data formula teorema eksponencijalne
slozenosti. Do sada nije naden algoritam za odlucivanje da li je data iskazna
formula tautologija (dakle, teorema iskaznog ra¢una) koji bi bio polinomne
slozenosti.

12 Teorema kompletnosti i kompaktnost

Prelazimo sada na dokazivanje (velike) teoreme kompletnosti za iskazni ra¢un
‘H. Kao i obicno, jedan smer teoreme se lakse dokazuje - to je tzv. pouzdanost
(engl. soundness) deduktivnog sistema.

Teorema 25 (Pouzdanost iskaznog racuna H) Za sve skupove formula
Y i sve formule A vazi:

ako X F A onda ¥ | A.
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DokAz. Neka je Ay, Ao, ..., A, dokazni niz za formulu A iz hipoteza X..

Indukcijom po n dokazimo da je tada A semanticka posledica skupa hipoteza
2.

1. Neka jen = 1. Tada postoje dve moguénosti: A je aksioma ili je A € X.
U oba slucaja ¥ = A.

2. Pretpostavimo da tvrdenje vazi za sve formule ¢iji je dokazni niz kraci
od n. Neka je sada Ay, As, ..., A, dokazni niz za formulu A iz hipoteza
Y. Tadaje A,, = Aizaformulu A imamo tri moguénosti: A je aksioma,
A € ¥ ili A sledi iz ranijih formula u nizu na osnovu pravila MP. U
prva dva slucéaja odmah imamo da je 3 = A. Neka formula A sledi po
pravilu MP iz formula A; i A; = A. Tada za formule A; i A; = A vazi
indukcijska hipoteza paje ¥ = A; 1 X E A; = A. No, tadajei X = A.

O

Da bi dokazali obrat, tj. da iz ¥ = A sledi ¥ F A potreban nam je pojam
(maksimalno) konzistentnog skupa formula.

Definicija 21 Za skup formula ¥ kaZemo da je konzistentan (ili nepro-
tivre¢an) ako ne postoji formula A tako da je

YHAYE-A

U suprotnom kaZemo da je ¥ nekonzistentan (ili protivreéan).

Teorema 26 1. Ako je skup formula 3 nekonzistentan, onda se iz X
moZze izvesti bilo koja formula tj. Cons(X) = Form.

2. Skup formula ¥ je konzistentan akko je skup svih posledica Cons(X)
konzistentan.

DokAz.

1. Ako bi X - Ai X F =A, onda bi zbog pravila KONTR dobili da za
svaku formulu B, ¥ + B.
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2. Primetimo da svaki skup formula, koji u sebi sadrzi nekonzistentan
skup formula, jeste i sam nekonzistentan. Obrat, ako je skup Cons(X)
nekonzistentan, onda zbog Teoreme 20 (3) sledi da je i ¥ nekonzisten-
tan.

O

Sledeca, jednostavna ali vazna, teorema daje vezu izmedu izvodivosti for-
mule iz datog skupa formula ¥ i konzistentnosti skupa formula koji nastaje
iz 3 dodavanjem negacije te formule.

Teorema 27 Neka je X2 skup formula, A neka formula. Tada

Y+ A akko XU {—A} nije konzistentan.

DokAz. (—) Neka je ¥ - A. Tada je XU {-A} - AiXU{-A} F —A, pa
je ¥ U {—A} nekonzistentan.

(«<-) Neka je skup ¥ U {—A} nekonzistentan. Tada se iz tog skupa moze
izvesti bilo koja formula, pa recimo i formula A. No, sada imamo da je
YU{-A}F ApajeXF-A= A KakojeiXF A= A, koriste¢i pravilo
SP dobijamo da je X - A.

O]

Ponekad ¢emo koristiti ekvivalentan oblik ove teoreme:
Y i/ A akko je ¥ U {—A} konzistentan.

Lako se dokazuje i sledeca teorema:
Teorema 28 Svaki skup formula koji ima model je konzistentan.

DoxkAz. Neka je 7 |= ¥ i pretpostavimo da je 3 nekonzistentan. Tada za
neku formulu A imamo ¥ F A A —=A. Tada bi zbog Teoreme pouzdanosti (T
25) imali ¥ = A A A, iz ¢ega bi sledilo 7 = A A = A, kontradikcija. Dakle,
Y. je konzistentan.

O]

Da bi dokazali obrat prethodne teoreme, tj. da svaki konzistentan skup
formula ima model, potreban nam je pojam maksimalno konzistentnog skupa
formula.
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Definicija 22 Za konzistentan skup formula ¥ kaZemo da je maksimalno
konzistentan ( ili maksimalno neprotivreéan) ako nije sadrzan ni u
jednom konzistentnom skupu razlicitim od sebe tj. ako je I konzistentan
skup © 2 C I' onda mora X =T

Primetimo da je svaki maksimalno konzistentan skup formula je deduk-
tivno zatvoren. U sledec¢oj teoremi ¢emo dokazati dve bitne osobine maksi-
malno konzistentnih skupova formula.

Teorema 29 Neka je X masimalno konzistentan skup formula. Tada:

1. Za sve formule A,
AeX akko A ¢ 3.

2. Za sve formule A i B,

ANBeX akko (A€ X i BeX).

DokAz.

1. (—). Neka je A € 3. Ako bii—A € ¥, onda bi ¥ bio nekonzistentan.
(«). Pretpostavimo da —=A ¢ ¥ i dokazimo da tada A € 3. Pret-
postavimo suprotno, da A ¢ . Tada bi ¥ # X U {A}, pa zbog
maksimalne konzistentosti skupa ¥ imali bismo da skup ¥ U {A} nije
konzistentan. Tada bi iz ¥ U {A} mogli izvesti bilo koju formulu, pa i
—A. Tada je X F A = —A, a kako je svakako ¥ F =A = —A, primenom
pravila SP dobijamo ¥ F —=A tj. =A € Cons(X) = 3, kontradikcija.

2. (—). Ako je AN B € ¥, onda ¥ F A A B, pa primenom pravila K1 i
K2 dobijamo X+ AiX F B, tj. kako je ¥ deduktivno zatvoren, A € 3
iBeX.

(«). Ako A € ¥ i B € X, onda primenom pravila SK dobijamo da
AN B e Cons(X) = X.

O

Jedna od najvaznijih koraka ka dokazu teoreme kompletnosti iskaznog
racuna je sledeéa teorema (poznata takode pod nazivom Lema Lindenbauma):
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Teorema 30 (Lindenbaum) Svaki konzistentan skup formula je sadrZan u
nekom maksimalno konzistentnom skupu formula.

DokAz. Neka je ¥ dati konzistentan skup formula. Kako je skup iskaznih
formula Form prebrojiv (kao unija prebrojivo mnogo prebrojivih skupova),

neka je Ay, As, ..., A,,... jedno nabrajanje svih elemenata skupa Form.
Definisimo neopadajué¢i niz skupova formula >1,%,,...,%,,... na sledeci
nacin:

X = Z?

s Y1 U{A1}, ako je skup ¥; U {A;} konzistentan ,
2T ¥4, u suprotnom

s Y, U{A,}, ako jeskup X, U{A,} konzistentan ,
n=l = Y,, U suprotnom

Tako dobijamo neopadajuéi niz skupova formula
2221g22gg2ng2n+1g

Neka je

r:Uzn.

n>1

Dokazimo da je I" trazeni maksimalno konzistentan skup formula koji prosiruje
X

e Jasno, zbog konstrukcije, > C I

e Dokazimo da je I' konzistentan skup. Pretpostavimo suprotno, da I’
nije konzistentan skup. Tada bi postojao konacan podskup I'y C I
koji takode nije konzistentan. No, kako je I' = |J,+; X, onda zbog
konacnosti skupa I'y sledi da postoji k takav da je Iy C ¥, §to bi
znacilo da skup Y nije konzistentan, kontradikcija. Dakle, skup I' je
konzistentan.

e Dokazimo da je I' maksimalno konzistentan skup. Neka je I' C A,
gde je A neki konzistentan skup formula, i pretpostavimo da je I' # A.
Tada postoji formula A; tako da je A; € A\I'. Kako je A; ¢ T, to znadi
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da A; € ¥4, Sto zbog konstrukcije znaci da je skup ;1 = X; U {A;}
nekonzistentan. S druge strane, 3; CI' C Ai A; € A, iz ¢ega sledi da
je 2;U{A;} C A, sto bi znagcilo da skup A sadrzi u sebi nekonzistentan
skup formula ¥, 1, kontradikcija. Prema tome, I' = A.

OJ
Teorema 31 Svaki konzistentan skup formula ima model.

DokAz. Neka je ¥ konzistentan skup formula. Zbog Teoreme Lindenbauma
(T 30) znamo da postoji maksimalno konzistentan skup I" koji sadrzi ¥. Ako
nademo model za I', to ¢e ujedno biti i model za Y. Model 7 definisimo na
slede¢i nacin:

7(p;) = T akko p; € I.

Dokazimo da je 7 = I'. Zapravo, dokazaéemo vise: za svaku formulu A
T Aakko Ael.

Dokaz ¢emo sprovesti indukcijom po slozenosti formule A.

e Ako je formula A iskazno slovo p;, onda po definiciji vazi

7(p;) = T akko p; € T,

e Pretpostavimo da za formule B i C' vazi tvrdenje. Dovoljno je dokazato
da tada i za formule =B i B A C vazi tvrdenje. Tada, koriste¢i T 29
dobijamo sledece:

T = B akko 7 |£ A akko B ¢ I" akko =B € T".
Slicno,

T E BAC akko (T =BiT = C)akko (BeTl'iC eTl) akko BAC €T

Dakle, 7 =T pa je 7 model i za skup 3.
O

Sada smo spremni da dokazemo tezi smer teoreme kompletnosti:
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Teorema 32 Za svaki skup formula X i svaku formulu A,

ako 3 = A onda X+ A.

DoxkAz. Neka je ¥ = A i pretpostavimo da ¥ I/ A. Tada zbog Teoreme 27
sledi da je skup ¥ U {—A} konzistentan. Prema Teoremi 31 sledi da skup
formula XU{—A} ima model, oznacimo ga sa 7. No, tadabi7 =X i7 | —A,
pa bi zbog ¥ = A imali da 7 = A, kontradikcija. Prema tome, mora 3 - A.
O

Teorema 33 (Teorema kompletnosti za iskazni ra¢un) Za sve skupove
formula % 1 sve formule A,

Y= A akko ¥ F A.

DokAz. Sledi iz Teoreme 32 1 Teoreme 25.
O

Teorema 34 (Teorema kompaktnosti za iskaznu logiku) Skup iskaznih
formula ¥ ima model ako i samo ako svaki konacan podskup od ¥ ima model.

DoxAz. Naravno, smer (—) je trivijalan.

(«—). Pretpostavimo da svaki kona¢an podskup od ¥ ima model ali da %
nema. Tada, zbog Teoreme 31 sledi da ¥ nije konzistentan, postoji formula
A, tako da je ¥ = A A —A. No, tada postoji neki konacan ¥y C ¥ takav da
je Yo F AN —A. Ali tada skup ¥y ne bi imao model, kontradikcija.

OJ



