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ZF sistem aksioma za teoriju skupova

U literaturi se mogu naci razliciti spiskovi aksioma koji nose naziv ZF
sistem aksioma. Razlog za to lezi u ¢injenici da ni u jednom od tih sistema
nisu sve aksiome nezavisne, pa uglavnom zavisi samo od licnog ukusa autora
koju aksiomu (i u kom obliku) ¢e staviti, a koju ¢e izostaviti sa spiska.

Zermelov aksiomatski sistem je prezentiran 1908 godine, i on je bio prvi
aksiomatski sistem za teoriju skupova. Kasnije je taj sistem aksioma dopu-
nio Fraenkel i tako dobijen spisak aksioma danas zovemo ZF-sistem ak-
sioma za teoriju skupova, (i odgovaraju¢u formalnu teoriju ZF teorija
skupova).

ZF teorija skupova je teorija prvog reda sa jednakoséu. Podsetimo se da
je u takvim teorijama ”=" logicki simbol, pri ¢emu se x = y uvek interpre-
tira kao jednakost objekata. Jedini nelogicki simbol ZF teorije jeste binarni
relacijski simbol ”€”. Po dogovoru, umesto -z € y pisemo z ¢ y.

U daljem ¢emo uporedo, korak po korak, navoditi semanticki zahtev koji
opisuje intuitivan pojam skupa i odgovaraju¢u aksiomu formalne teorije,
koja bi trebala da pokriva taj zahtev. Po dogovoru, u aksiomama ¢emo
podrazumevati univerzalne kvantifikatore po svim slobodnim promenljivama
(tako da su sve aksiome univerzalno zatvorene).

O jednakosti skupova
1. Ako dva skupa | Axl. Aksioma ekstenzionalnosti
imaju iste elemente, | (Vz)(z €z e zcy) =>a =y
oni su jednaki

Primetimo da (zbog same prirode logickog simbola =) u Aksiomi eksten-
zionalnosti smer < uvek vazi. Nekada se umesto navedene formule, za Az1.
uzima formula

V2)(zr ez yez)=a=y,

sto na kraju daje ekvivalentan sistem aksioma.

O praznom skupu
2. Postoji skup | Az2. Aksioma praznog skupa
koji nema (Fu)(Vx)z € u

elemente
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Lako se moze dokazati (na osnovu Azl.) da je takav skup u, ¢iju egzisten-
ciju obezbeduje Az2, jedinstven. Uobicajeno je da se obelezava sa (), i zove
prazan skup. U daljem se koristi jezik, koji je prosiren ovim novouvedenim
simbolom, naravno imajuéi u vidu da je novi simbol otklonjiv u svim formu-
lama na tako prosirenom jeziku.

O skupu sa dva elementa
3. Akosuziy Ax3. Aksioma para
skupovi, onda postoji | (FJu)(Vz)(z eu< (z =2V z=1y))
skup z koji sadrzi
tacno z i y kao elemente.

Rutinski, koriste¢i samo Axl, moze se dokazati da je skup u iz Ax3.
jedinstven; obelezavamo ga sa {z,y}. Po dogovoru, umesto {z,z} pisemo

{z}.

O uniji
4. Ako je x skup, Ax4. Aksioma unije
onda postoji skup | (Ju)(Vz)(z € u < (Fv)(v € z Az € v))
y koji sadrzi
sve elemente
elemenata od .

Skup w iz Az4. je jedinstven i obelezavamo ga sa |Jx. U slucaju da je
x = {u,v}, umesto | Jx pisSemo u U v. Primetimo da na osnovu prve Cetiri
aksiome mozemo dokazati egzistenciju, na primer, slede¢ih skupova:

0,{0}{0,{0}}, {0,{0}, {0, {0}}},...

Uvedimo oznaku z C x za formulu (Vt)(t € z = t € z). Kako je novouvedeni
simbol otklonjiv, u daljem ga mozemo slobodno koristiti, a da sustinski ne
”pokvarimo” formalnu teoriju ZF. Ako je z C x, kazemo da je z podskup
od z.

O partitivnom skupu
5. Ako je = skup, | Az5. Aksioma partitivnog skupa
onda postoji skup (Fu)(Vz)(z € u < 2z C )
u koji sadrzi sve
podskupove skupa
x.
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Kao i ranije, skup u iz Azb5. je jedinstven i obelezavamo ga sa P(x).

Primetimo da Ax5. govori samo o postojanju skupa svih podskupova nekog
skupa z, a ne omogucuje da se dokaze postojanje nekog specijalnog pod-
skupa od z, koji bi sadrzao one elemente iz = koji imaju neku zajednicku
”osobinu”. Naravno, upravo ovakvo izdvajanje (ili ”skupljanje”) objekata na
osnovu neke njihove zajednicke osobine ¢ini sustinu pojma skupa, pa svaka
formalna teorija, koja ima za cilj da opiSe intuitivnu teoriju skupova, mora
izrazavati ovaj semanticki zahtev. S druge strane, nekriti¢na i previse slo-
bodna primena tog zahteva nas je i dovela do poznatih paradoksa u naivnoj
teoriji skupova. Pomirenje ta dva suprotna kriterijuma u ZF teoriji je sadr-
zano u tzv. Aksiomi podskupa (komprehenzije, izdvajanja).

O slobodi formiranja skupa
6. Imati "sto vise”, Az6. Aksioma podskupa
skupova ali izbeéi | (Fu)(Vz)(z € u < (x € 2 A p(x)))
(bar poznate) para- | gde je ¢(x) proizvoljna formula
dokse u teoriji jezika ZF, koja ne sadrzi slob.
skupova. prom. u.

Naravno, za svaku takvu formulu ¢(z) imamo po jednu aksiomu, pa se za
Ax6. kaze da je "Sema aksioma”. Kako je za sve odgovaraju¢e formule
(x) skup u iz Az6 jedinstven, uvodimo oznaku: {z : x € z A ¢(z)} ili
{z € z: ¢(x)}. Dakle, Az6. nam omogucava da, (pod uslovom da je z neki
skup), izdvojimo u skup one elemente iz z koji imaju osobinu . Kako se
“univerzalni skup” tj. kolekcija ovih skupova ne moze formirati na osnovu
Ax6, time smo izbegli sve ranije navedene paradokse koji su se javljali u
naivnoj teoriji skupova.

Na osnovu Azl — Az6. mozemo definisati pojmove kao $to su: presek, ra-
zlika, direktan proizvod skupova, relacije, funkcije, ordinali, kardinali ... Bez
preterivanja, sve sto koristimo u ”svakodnevnom radu” u matematici. No,
vazno je primetiti da zasad nemamo obezbedenu egzistenciju beskonacénog
skupa. Svi skupovi, koji se mogu konstruisati na osnovu aksioma Ax1 — Az6
su konacni. Beskonacnost ”ulazi” u na§ formalni sistem pomocu tzv. Ak-
siome beskonacnosti

O beskonacnom skupu
7. Postoje beskona- Ax7. Aksioma beskonaé¢nosti
¢éni skupovi. (Fu) D eun(V2)(z €u= zU{z} € u))
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Kasnije ¢emo detaljno razmatrati pitanje da li i u kojoj meri Az7. pokriva
odgovarajuc¢i semanticki zahtev. Na ovom mestu napomenimo samo da skup
u iz Az7 sadrzi, kao svoje elemente sledec¢e skupove:

0.{03.{0,{0}}, {0, {0}, {0, {0}}}, ...

i da ti skupovi imaju redom 0, 1,2, 3, ... elemenata. Drugim re¢ima, skup u
iz Az7, u stvari, u nasem formalnom sistemu pokriva intuitivan pojam skupa
prirodnih brojeva.

Na kraju su nam ostale dve bitne aksiome, koje imaju za zadatak da jos
vise prilagode formalni sistem odgovarajucoj intuitivnoj teoriji. Prva od njih
sluzi da prosiri domen modela formalne teorije, a druga da je malo ”skrati”.

O slikama skupova
8. Funkcija preslikava Ax8. Aksioma zamene
skup na skup (Va)((Vz € a)(Fy)p(z,y) =
(32)(Vz € a)(Ty € 2)¢(z,y))
za sve formule ¢(x,y) koje nemaju
slob. prom. z.

Naravno, i Az8 je Sema aksioma (kao Az6). Ovu aksiomu je Zermelovom
sistemu dodao Fraenkel, i mi ¢emo je kasnije tokom rada nekoliko puta ko-
ristiti.

Kao sto smo rekli, aksioma koja sledi "oduzima” od slobode formalnog
sistema. Naime, ona sluzi da iskljuci takve ”patoloske” skupove u kojima bi
vazilo, na primer, x € x ilix € y Ay € x.

O zabrani losih skupova
9. Ne postoje skupovi Ax9. Aksioma fundacije
sa osobinama r£ 0= Fyca)Vt)-(t €z Nt Ey)
rTEX
rTEY,YET
L1 2D2Ty32D2T3 D DLy D ...

Nije tesko dokazati da Az9 zaista ”postize svoj cilj” tj. isklju¢uje postojanje
mnogih ”patoloskih” skupova. No, moguce je dokazati mnoge stvari i bez
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Ax9 — cesto se prilikom izlaganja rezultata ZF teorije zeli posebno naglasiti,
da su dobijeni bez Ax9. Formalni sistem koji se oslanja samo na Ax1 — Ax8
obelezava sa ZF~. Napomenimo, da se u teorijskom racunarstvu cesto javl-
jaju fenomeni koji imaju prirodan opis u ZF~. Azl — Ax9 ¢ine aksiomatski
sistem za ZF teoriju skupova.

Sad, kada smo postavili "temelje” ZF teorije skupova, matematicke po-
jmove mozemo uvoditi postepeno, korak po korak. Pri svakom koraku, u
principu, moze se ostati strogo u okvirima jezika ZF teorije. No, u praksi, to
je nepotrebno i zamarajucée. Zbog toga, svaki put kada se uvede novi pojam,
dogovaramo se o skra¢enom zapisivanju (obelezavanju) odredenih formula
iz ZF teorije, dajemo imena novim pojmovima, i tako omoguc¢avamo veéu
preglednost i itljivost. Takode, $to je jako vazno, na taj nacin ne gubimo
kontakt sa nasom matematickom intuicijom, bez koje bi izgradivanje bilo
koje formalne matematicke teorije bilo mehanicko i bez lepote.



