Matematicka logika, decembar 2011 1

Uredeni skupovi

e Za binarnu relaciju p skupa A kazemo da je relacija uredenja (ili samo
uredenje) ako je p refleksivna, antisimetricna i tranzitivna relacija.
Uobicajeno je da se uredenje obelezava simbolom <. Ako je dato neko
uredenje < na nepraznom skupu A, onda par (A, <) zovemo ureden
skup, sa nosacem A. Ponekad se kaze samo "ureden skup A”, i po-
drazumeva da je relacija uredenja oznacena sa <.

e Neka je (A, <) neki ureden skup. Na skupu A definisemo relaciju < na
sledeci nacin:
r<yakkoxr <yix#y.

Tako dobijena relacija < ¢e biti irefleksivna, antisimetriéna i tranzi-
tivna, tj. bic¢e relacija striktnog uredenja. Kazemo da je relacija
< striktno uredenje indukovano sa <. Obratno, neka je sada p neko
striktno uredenje na A. Ako relaciju p’ na A definiSemo sa:

xp'y akko xpy ili x =y,

onda je relacija p’ jedno uredenje na A. U daljem tekstu, ako je dato
neko striktno uredenje ” < 7, odgovarajuée (indukovano) uredenje
obelezavamo sa ” <7, i obratno.

e Konacne (aineke ”lepe” beskonac¢ne) uredene skupove je zgodno graficki
predstaviti pomocu tzv. Hasseovih dijagrama. Na tim dijagramima
se crta relacija neposrednog pokrivanja < definisana na slededi
nac¢in: * < y akko x < y A (—3z € A)x < z < y. Ako je x < v,
onda y predstavljamo kao tacku ”iznad” x i spajamo ih crtom.

Neka je A = (A, <) ureden skup.

e Restrikcija uredenja < je ponovo uredenje tj. ako je ) # B C A, onda
je i (B, <|p) ureden skup. Po ranijem dogovoru, umesto <z najcesée
piSemo samo <.

e Sa > obelezavamo inverziju relacije <, tj.
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x >y akko y < x.

Ad = (A, >) je takode ureden skup. Kazemo da je A? ureden skup koji
je dualan uredenom skupu A.

e Ako je ¢ neko tvrdenje o uredenim skupovima, dualno tvrdenje se od
© dobija tako sto se svuda umesto < stavi > i obrnuto.

e Za elemente z,y € A kazemo da su uporedivi ako je z < y ili y < x.

e Ako su svaka dva elementa iz A uporediva, za (A, <) kazemo da je
linearno (ili totalno) ureden skup ili da je lanac. Ako u uredenom
skupu nema razlicitih uporedivih elemenata, ureden skup je antilanac.

e Ako je C C A i (C,<) lanac, kazemo da je C lanac u (A,<). U
slucaju da je C' = {x1, 29, ..., Tp, ...} CAivazizy > a9 > ... > x, > ...,
kazemo da je C' opadajuéi lanac u (A, <). Dualno se definise pojam
rastuceg lanca.

e Ako je C' = {cy,c1,...,cn} lanac u A, duzina lanca C jeste n (prime-
timo da C' ima n + 1 element).

e Neka je C' C A. Za element ¢ € A kazemo da je gornje ogranicenje
za C ako je x < ¢, za sve x € C. Dualno se definise donje ogranicenje
za C. Skup svih gornjih ogranicenja od C obelezavamo sa C", a skup
svih donjih ogranicenja sa C'.

e Ako je element a € A gornje ogranicenje za ceo skup A, zovemo ga
najveci u A. Dualno se definise najmanji element uredenog skupa.

e Maksimalni element od A jeste svaki element m € A za koji ne pos-
toji x € A takav da je m < x. Dualno se definise pojam minimalnog
elementa.

e Primetimo da dok u datom uredenom skupu maksimalnih (odnosno
minimalnih) elemenata moze biti i vise od jednog, najveéih (odnosno
najmanjih) moze biti najvise jedan.

Neka su A = (A, <;) i B= (B, <,) dva uredena skupa.
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e Kazemo da su A i B izomorfni (u oznaci A = B) ako postoji bijekcija
f: A— B tako da za sve x,y € A vazi:

v <1y akko f(x) <a f(y).
Za preslikavanje f u tom sluc¢aju kazemo da je izomorfizam iz A u B.
e Uredeni skupovi su dualno izomorfni ako je A = B

e Kazemo da se A potapa u B ako postoji injekcija f : A — B takva
da vazi uslov

r <1y akko f(x)<s f(y).

U tom slucaju za f kazemo da je potapanje A u B.

e Za funkciju f : A — B kazemo da ¢uva poredak (ili da je monotona)
ako za sve x,y € A vazi

<1y = f(z) <2 f(y).

e Neka su A = (A,<y) 1 B = (A, <o) dva striktno uredena skupa.
Kazemo da su oni izomorfni (u oznaci A = B) ako postoji bijekcija
f:A— B tako da za sve x,y € A vazi

x <1y akko f(z) <2 f(y).

Za preslikavanje f u tom slucaju kazemo da je izomorfizam izmedu
A i B. Primetimo da vazi:

(A, <1) = (B, <) akko (A, <) = (B, <y),

tj. dva striktno uredena skupa su izomorfna akko su izomorfni odgo-
varajuci indukovani uredeni skupovi.

e U slucaju striktno uredenih skupova (A, <;) i (B, <s) za funkciju f :
A — B kazemo da je monotona ako za sve x,y € A vazi

(2) akox <;yonda f(z) <s f(y).

Nekad se za funkciju f : A — B koja zadovoljava uslov (2) kaze da
je strogo monotona funkcija uredenog skupa (A, <1) u ureden skup

(B, <s).
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e Definicija 1. Za ureden skup (A, <) kazemo da je dobro ureden ako
svaki neprazan podskup od A ima najmangi element. Ako je (A, <)
dobro ureden skup, za relaciju < kaZemo da je dobro uredenje na A
ili da dobro ureduje A. Za striktno ureden skup (A, <) kaZemo da je
striktno dobro ureden skup ako je (A, <) dobro ureden skup.

e Definicija 2 Za relaciju o C A? kazemo da zadovoljava uslov triho-
tomije (na A) ako za sve x,y € A vaZi tacno jedan od sledecih uslova:

xoy i x=1y i yox.

e Definicija 3 Za ureden skup A = (A, <) kaZemo da zadovoljava uslov
minimalnosti ako svaki neprazan podskup od A ima minimalni ele-
ment.

e Teorema 1. Neka je A # 0, i < binarna relacija na A. Sledeéi uslovi
su ekvivalentni:

(1) (A, <) je striktno dobro ureden skup;

(2) Relacija < je tranzitivna i zadovoljava uslove trihotomije i mini-
malnosti.

e Teorema 2 Za svako monotono preslikavanje ¢ : A — A striktno
dobro uredenog skupa (A, <) u sebe vazi a < p(a), za sve a € A.

e Definicija 4 Neka je A = (A, <) ureden skup i a € A. Pocetni seg-
ment od A (odreden elementom a) jeste skup predy(a) skup svih
elemenata iz A koji su strogo manji od a tj.

preda(a) ={z € A:z < a}.

Jasno, (pred4(a), <) je takode ureden skup, koga ¢emo takode zvati
pocetni segment od A (odreden elementom a). Analogno, ako
je A striktno ureden skup, smatra¢emo da njegovi pocetni segmenti
nasleduju striktni poredak sa A. Lako se vidi da su pocetni segmenti
(striktno) dobro uredenih skupova ponovo (strikno) dobro uredeni skupovi.
Ako se iz konteksta vidi o kom (strikto) uredenom skupu A se radi, onda
umesto pred4(a) pisemo samo pred(a).
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e Teorema 3 Striktno dobro ureden skup me moze biti izomorfan svom
pocetnom segmentu.

e Teorema 4 Neka su A= (A, <) i B= (B, <y) striktno dobro uredeni
skupovi. Tada postoji najvise jedan izomorfizam izmedu A i B.



