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Aksioma izbora

Ako je X skup nepraznih skupova,

X da li postoji skup S (tzv. selekcioni
(“ ili izborni skup) koji sadrzi tacno po
"' jedan element iz svih tih nepraznih sku-
N pova? Tvrdenje koje kaze da ”izborni
‘ﬂ skup” uvek postoji, poznato je pod
w imenom Aksioma izbora:

Slika 1.

e Aksioma izbora (AC)
Neka je X skup nepraznih skupova. Tada postoji skup S (tzv. se-
lekcioni ili izborni skup) koji sadrzi tacno po jedan element iz svih
elemenata skupa X .

Mnogi matematicari, uklju¢ujuéi i Cantora, koristili su neki oblik Aksiome
izbora jos krajem XIX wveka, ali je nisu eksplicitno navodili. Prvi put je
eksplicitno navodi G. Peano, 1890 godine, jer je pri dokazu jedne teoreme u
teoriji obi¢nih diferencijalnih jednacina naiSao na problem koji je zahtevao
rezonovanje koje je izrazeno u AC. Beppo Levi je 1902. godine pokazao da
se ne moze dokazati da je unija disjunktnih nepraznih skupova koji ¢ine skup
X vece ili jednake modi (kardinalnost) nego skup X, i da se dokaz moze dati
samo u slucaju da mozemo da istaknemo po jedan element iz svakog skupa
iz X. B. Russell je Aksiomu izbora 1906. godine formulisao ovako:

e Multiplikativna aksioma Ako je X skup disjunktnih nepraznih skupova,
onda je [T X # 0.

Zermelo je Multiplikativnu aksiomu formulisao u opstem slucaju, tako da
skupovi u X ne moraju biti disjunktni.

Prema tome, ako prihvatimo princip o postojanju izbornog skupa, nasem
formalnom sistemu ZF treba dodati slede¢u aksiomu:



Matematicka logika, decembar 2011 2

O postojanju izbornog skupa

10. Za svaki skup Ax10. Aksioma izbora (AC')
X disjunktnih nepraz- | (Vz,y € X)(x 0N (v #y=anNy=0)) =
nih skupova postoji (3S)(Vte X)Fw)uetnsS
izborni skup.

Teoriju ZF+AC, u kojoj je aksiomama ZF teorije dodata Aksioma izbora,
obelezavamo sa ZFC.

Prilikom pokusaja dokaza AC pronadeni su mnogi ekvivalenti te aksiome.
Tek posle pronalazenja ekvivalenata Aksiome izbora postala je sumnjiva
njena ”jednostavnost i ociglednost”. Tako, mnogi matematicari su poceli da
odbacuju AC posle dokaza da je AC ekvivalentna sa tvrdenjem da se svaki
skup moze dobro urediti.

Definicija 1. Za ureden skup (A, <) kazemo da je dobro ureden ako svaki
neprazan podskup od A ima najmangi element. Ako je (A, <) dobro ureden
skup, za relaciju < kaZemo da je dobro uredenje na A ili da dobro ureduje

A.

e Zermelov princip dobrog uredenja
Svaki skup se moze dobro urediti.

Drugi ekvivalent Aksiome izbora, a koji se vrlo cesto koristi u matematici
uopste, jeste sledec¢e tvrdenje:

e Lema Zorna
Neka je A proizvoljan ureden skup. Ako u A svaki lanac ima gornje
ogranicenje, tada A ima bar jedan maksimalni element.

Posmatrajmo sada skup L svih lanaca u nekom uredenom skupu A. Nar-
avno, skupovna inkluzija "C” jeste jedno uredenje na L. Maksimalni ele-
ment od (L, C), ako postoji, zovemo maksimalni lanac u A. Prirodno je
postaviti pitanje, da li se svaki lanac u A moze ”progiriti” do nekog maksi-
malnog. Haussdorff je dokazao da je sledece tvrdenje ekvivalentno Aksiomi
izbora:
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e Hausdorffov princip maksimalnosti
Neka je A proizvoljan ureden skup. Tada je svaki lanac u A sadrZan u
nekom maksimalnom lancu.

Kakav je odnos AC sa aksiomama teorije ZF? K. Godel je 1939. go-
dine dokazao da je AC saglasna sa ZF teorijom tj. ako je ZF neprotivrecna
teorija, onda je neprotivrecna i ZF teorija kojoj je dodata Aksioma izbora.
Tezim se pokazalo pitanje da li se AC moze izvesti iz aksioma ZF. Zbog
”jednostavnosti i ociglednosti” Aksiome izbora, preovladujuci osetaj u
vezi sa njom bio je da se verovatno moze izvesti iz aksioma ZF teorije.
Medutim, 1963. godine Cohen je dokazao da se, u odnosu na ZF, Aksioma
izbora ponasa kao Aksioma o paralelama u geometriji: AC je nezavisna od
ZF teorije tj. ako je ZF neprotivrecna, onda je neprotivrecna i ZF teorija
kojoj je dodata negacija Aksiome izbora.

Koliko god ove teoreme formalno u potpunosti razresavaju status AC
u odnosu na ZF teoriju, dopustamo da ¢e neki ¢itaoci i dalje ostati u dilemi:
”Pa, dobro, da li je AC, u stvari, tacna ili ne?” Ova dilema, naravno, ima
pre svega filozofski karakter. Pitanje istinitosti AC je najzanimljivije za
matematicare koji su najblizi filozofiji Platonista. Zaista, ako van nas postoji
"idealan svet skupova”, onda u tom svetu AC ili vazi ili ne vazi. S druge
strane, za finitiste to pitanje ima trivijalan pozitivan odgovor, jer oni rade
samo sa konac¢nim familijama konac¢nih skupova, a u tom slu¢aju AC nar-
avno vazi. Prema formalisticnom stavu, pitanje ”tacnosti” AC nema smisla.
Naime, ZF teorija opisuje zamisljene objekte, skupove, koje niko nigde u
stvari nije video. Ako se dogovorimo da je "svet skupova” ono Sto opisuje
ZF, onda je taj opis nepotpun. Prosto, AC je takva formula, da se ni ona
ni njena negacija ne moze izvesti iz aksioma ZF teorije. Prema tome, postoje
"svetovi” (tj. modeli ZF teorije) u kojima je AC taéna, a postoje i ”svetovi”
u kojima AC ne vazi.



