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10 Predikatska logika sa jednakosSc¢u

U mnogim vaznim matematickim teorijama prvog reda koristimo jednu posebnu
binarnu relaciju - relaciju jednakosti ”=". Prema definiciji jezika prvog reda,
svi relacijski simboli imaju ”isti tretman” - u modelima se mogu interpreti-
rati kao relacije na nosac¢u modela, jedino $to se mora "paziti” jeste da se
arnost tih relacija poklapa sa unapred zadatim arnostima relacijskih simbola.
Prirodno je, medutim, da za relaciju jednakosti ne zelimo takvu slobodu -
jednostavno zelimo da se simbol "=" uvek interpretira kao obi¢na relacija
jednakosti. Da bi se to postiglo, modifikovacemo predikatski rac¢un tako
Sto simbol jednakosti ne¢emo vise tretirati kao relacijski simbol, nego kao
logicki simbol, koji u svim modelima ima istu interpretaciju. Ta modifikacija
predikatske logike se zove predikatska logika sa jednakoséu ili logika pr-
vog reda sa jednakosc¢u. Odgovarajuéi deduktivni sistem se obi¢no naziva
predikatski racun sa jednakoscu ili jednakosna logika.

Da bismo izbegli moguc¢u konfuziju zbog razlic¢itih tumacenja simbola
”=" koristi¢emo poseban simbol ~ u sintaksi logike, dok ¢emo oznaku ”="
zadrzati u meta-teoriji - on ¢e oznacavati "bas-bas jednakost” medu objek-
tima.

Definicija 20 Neka je L jezik prvog reda. Logika prvog reda sa jed-
nakoscéu tipa L ili predikatska logika sa jednakoséu tipa L, u oznaci
L7, se razlikuje od obicne logike prvog reda tipa L po sledecem:

e ima dodatni logicki simbol ~

e ima dodatni tip elementarnih formula, izraze oblika t| = t5, gde su ty,ts
proizvolyni termi na jeziku L,

e ako je M model tipa L, 7 : X — M neka valuacija tog modela, onda
se vazenje elementarne formule t, = ty u modelu M definise na sledeci
nacin:

M =, t &ty akko t1[7] = t)'[7].

Primer 21 ...

Deduktivni sistem koji odgovara predikatskoj logici sa jednakoséu zovemo
predikatski racun sa jednakoséu ili jednakosna logika. On se od obi¢nog
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predikatskog racuna razlikuje po tome, Sto ima dodatne logicke aksiome,
koje opisuju osobine jednakosti: refleksivnost, simetri¢nost, tranzitivnost,
slaganje sa funkcijskim i relacijskim simbolima.

Definicija 21 neka je L = C U R U F neki jezik prvog reda. Predikatski
ra¢un sa jednakoséu tipa L (ili jednakosna logika tipa L), u oznaci
K7, se od obicnog predikatskog racuna tipa L razlikuje po tome $to ima sledece
dodatne logicke aksiome (tzv. aksiome jednakosti):

(E1) t =~ t, za sve terme t

(E2) t ~s=s~t, za sve terme t, s

(E3) t =~ sNs~u=t=u, za sve terme s,t,u

(E4) za sven > 1, sve funkcijske simbole f € F,, i sve termove ty, ta,

vazi:
ako
tl ~
t2 ~
t, =~
onda

f(tl,tg,...,tn> ~

S1
52

Sn

f<817327"'78n)

(E5) za sven > 1, sve relacijske simbole p € R, i sve termove ty, ta,

vazi:
ako
tl ~
tQ ~
t, =~
onda

p(tl,tg,...,tn) <~

51
59

Sn

p(Sh 59, Sn)

...,tn,Sl,Sg,...

...,tn,Sl,SQ,...

Svi ostali pojmovi iz obi¢nog predikatskog racuna (kao $to je pojmovi sin-
takticke posledice, teoreme, operatori Cons, Mod, itd.) se prenose u predikatski
racun sa jednakoséu bez promene, jedino sto sada imamo Siri skup logickih

aksioma.
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Primer 22 ...

Teorema 24 (Teorema kompletnosti za predikatski racun sa jednakoséu)
Svaka logika prvog reda sa jednakocéu tipa L je kompletna tj. za sve skupove
formula 33 1 sve formule A tipa £ vazi:

Y | A akko ¥+ A.

DokAz. Videti recimo ...
O

Kao i ranije, svaki skup formula ¥ u predikatskom racunu sa jednakoscu
tipa £ zovemo teorija (prvog reda) sa jednakoséu (tipa L£). Za skup
formula A kazemo da je skup aksioma za teoriju X ako imaju isti skup
sintaktickih posledica.

Teorema 25 U svakom predikatskom racunu sa jednakoscu, skup formula
A je skup aksioma za teoriju prvog reda 3 akko Mod(X) = Mod(A).

DokAz.  Po definiciji, koris¢enjem Teoreme kompletnosti za predikatski
racun sa jednakoscu.
O

Na kraju, navedimo primere nekih teorija prvog reda sa jednakoscu.

Primer 23 (Teorija parcijalnog uredenja) Jezik teorije parcijalnog uredenja
ima jedan jedini nelogicki simbol, binaran relacijski simbol koji se najcéescée
obelezava sa <. Owva teorija tma sledece aksiome:

(P1) x <z,
(P2) x<yhy<z=>z=yY,

(P8) r<yANy<z=zx<z.

Modele te teorije zovemo parcijalno uredeni skupovi. U teoriji parcijalnih
uredenja se mogu definisati pojmovi minimalnog (maksimalnog) elementa,
donjeg (gornjeg) ogranicenja, infimuma (supremuma), i tako sti¢i do pojma
mrezno uredenog skupa kao parcijalno uredenog skupa u kome za svaka dva
elementa postoji njihov supremum i infimum.
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Primer 24 (Teorija mreza) U prethodnom primeru smo mrezno uredene
skupove definisali kao specijalne uredene skupove. Drugi, u sustini ekvi-
valentan, pristup teoriji mreZa polazi od jezika prvog reda sa jednakoscu
L koji od nelogickih simbola ima dva binarna funkcijska simbola, koji se
najcesée obeleZavaju sa V, N\ i ne treba ih pobrkati sa odgovarajucim logickim
veznicima! (U sluéaju da se u praksi moraju koristiti i logicki veznici kon-
Junkcije i disjunkcije, oni se obeleZavaju drugim simbolima.) Aksiome teorije
mreza su:

(L1) x Nx =~ x,

(L1’) V=~ x,

(L2) x Ny =yAz,

(L2) xVy=yVz,

(L3) (x ANy)ANz=xA(yAz),

(L3’) (xVy)VzraV(yVz),

(L4) A @V y) ~,

(L4°) xV (z Ny) =~ x.

Primer 25 (Teorija grupa) Postoji nekoliko ekvivalentnih definicija po-
Jgma grupe, od kojih su neki i na razlicitim jezicima. Na primer, moZemo
uzeti da jezik teorije grupa od nelogickih simbola ima jedan binaran funkci-

jski simbol -, jedan unaran’ i jedan simbol konstante e. Aksiome teorije grupa
su:

(G1) z-(y-2) = (z-y)- 2
(G2) x-ex~u,

(G3) x-1 ~e.

Ukoliko dodamo aksiomu

(G4)x-ymy-x
dobijamo teoriju Abelovih (komutativnih) grupa.
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Primer 26 (Formalna aritmetika ili Teorija brojeva) Jezik formalne ar-
itmetike sadrzi dva binarna funkcijska simbola +, -, jedan unaran funkcijski
simbol S 1 jedan simbol konstante 0, 1 ima sledece aksiome:

(B1) =S(x) = 0,

(B2) S(z) = S(y) =z~ y,

(B3) v+ 0~ x,

(B4) ©+ S(y) = S(z+y),

(B5) z-0~0,

(B6) x-S(y) =~ (x-y) +z,

(B7) Za svaku formulu A(z) vazi

(A(0) A (Vo) (A(z) = A(S(2)))) = (Vr)A(z).

Naravno, jedan model te teorije je skup prirodnih brojeva sa wobicajenim
operacijama + i -, gde je S(x) = x + 1, i taj model zovemo standardni
model formalne aritmetike. MoZe se dokazati da Formalna aritmetika ima
1 nestandardne modele. Takode, ova teorija igra kljucnu ulogu u Gddelovim
rezultatima o nepotpunosti (o éemu ée biti reci kasnije).



